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摘要 目前,利用时域间断伽辽金方法(DGTD)求解各类介质中的电磁传播问题时,通常考虑求解普通介质

本构关系的麦克斯韦方程组。然而,具有非互易性本构关系的Tellegen介质中的电磁传播非常复杂,且少

有研究。基于Tellegen介质的本构关系,推导出了一种适用于该介质的时域间断伽辽金系统矩阵离散方

案,准确模拟了平面波在Tellegen介质中的时域传播特性。利用所提出的算法,计算了空气与Tellegen介

质的分层空间模型,分析了Tellegen介质对电磁波极化偏转角度的影响;同时,针对不同电磁参数的Tel-
legen介质,计算了反射波与透射波的电场偏转角度,并将时域间断伽辽金方案计算的结果与文献[1]以及解

析解进行了对比,验证了该方法的有效性与可行性。
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Abstract At
 

present,
 

when
 

the
 

time-domain
 

discontinuous
 

Galerkin
 

(DGTD)
 

method
 

is
 

utilizedfor
 

solving
 

the
 

electromagnetic
 

propagation
 

problem
 

in
 

various
 

media,
 

Maxwell's
 

equations
 

of
 

constitutive
 

relation
 

of
 

ordinary
 

media
 

are
 

usually
 

considered.
 

Aimed
 

at
 

the
 

problems
 

thatelectromagnet
 

in
 

Tellegen
 

media
 

with
 

non-reciprocity
 

constitutive
 

relation
 

is
 

very
 

complex
 

in
 

propagation,
 

and
 

few
 

researchers
 

care
 

to
 

ask
 

about
 

something,a
 

matrix
 

discrete
 

scheme
 

of
 

DGTD
 

system
 

is
 

derived
 

for
 

Tellegen
 

medium,
 

and
 

the
 

time-do-
main

 

propagation
 

characteristics
 

of
 

plane
 

waves
 

in
 

Tellegen
 

medium
 

are
 

accurately
 

simulated
 

based
 

on
 

the
 

constitutive
 

relation
 

of
 

Tellegen
 

medium.The
 

proposed
 

algorithm
 

is
 

utilized
 

for
 

calculating
 

the
 

layered
 

space
 

model
 

of
 

air
 

and
 

Tellegenmedium,
 

andanalyzing
 

the
 

influence
 

of
 

Tellegen
 

medium
 

on
 

electromagnetic
 



polarization
 

deflection
 

angles.
 

Simultaneously,
 

in
 

view
 

ofTellegen
 

media
 

with
 

different
 

electromagnetic
 

pa-
rameters,

 

the
 

electric
 

field
 

deflection
 

angles
 

of
 

reflected
 

and
 

transmitted
 

waves
 

are
 

calculated,
 

and
 

the
 

re-
sults

 

calculated
 

by
 

the
 

DGTD
 

scheme
 

are
 

compared
 

with
 

the
 

literature
 

[1]and
 

the
 

analytical
 

solutions.
 

And
 

the
 

effectiveness
 

and
 

feasibility
 

of
 

the
 

proposed
 

method
 

are
 

verified.
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  在宏观层面,双各向同性介质的本构关系由两

个磁电耦合的参数表征。具体来说,双各向同性介

质又分为手性介质和 Tellegen介质[1]。手性介质

具有互异性和固有的手性特征,以及众所周知的圆

双折射性和二色性现象。而 Tellegen介质更加复

杂[2][3],呈现非互易性,它与激发场呈同相磁电耦合

特征。在普通介质中,电通量密度D 仅与电场强度

E 有关,磁通量密度B 仅与磁场强度H 有关;然而,
在Tellegen介质中,它的电通量密度D 不仅与电场

强度E 有关,还与磁场强度H 有关;同样地,磁通量

密度也是如此。
另一方面,时域间断伽辽金算法(time-domain

 

discontinuous
 

Galerkin
 

method,DGTD)作为一种

高效的数值方法,在计算电磁学中快速兴起[4-5]。该

技术利用伽辽金加权法离散麦克斯韦方程组的弱解

形式,放松了单元之间的边界条件,单元之间通过数

值通量相互联系并交换数据[6]。可采用三角形、四
边形、四面体或六面体作为网格单元[7],并可以灵活

选择结点基函数或者棱边基函数构建系统矩阵。需

要高精度时采用高阶基函数,对精度要求低时采用

低阶基函数。这些特点使得DGTD可以灵活的分

析复杂几何问题,复杂介质问题以及多尺度问题。
据研究,2013年格拉纳达大学的J.

 

A.
 

Gonzalez博

士系统阐述了DGTD理论的发展,从 Maxwell方程

组到DGTD时域步进公式[8],并详细讨论了黎曼边

界条件导出的数值通量,分析了不同阶基函数情况

下的算法精确度[9]。2015至2016年,
 

Ren等[12]采

用了区域分解技术解决了电大尺寸目标计算资源消

耗过大的问题[10-11]。同年,杨谦等人利用时域间断

伽辽金算法计算了空腔与填充谐振腔谐振频率[12]。
2017年Su[13]等提出了基于动态自适应笛卡尔网格

的DGTD 方法,用于解决 电 磁 场 的 全 波 仿 真 问

题[13]。2018年,买文鼎等人提出了一种改进的自

适应判据,可以兼顾精度与效率,有效地处理电磁全

波计算问题[14]。2021年Li等[15]人评述并讨论了

多物理
 

DGTD仿真问题,验证了
 

DGTD方法对多

物理场耦合问题的用适性[16]。2022年,Chen
 

L
等[17]首次推导了广义表面传输条件模型(general-
ized

 

sheet
 

transition
 

conditions,GSTCs)的数值通

量,并用于DGTD算法,从而有效地提高了超表面

问题的仿真效率[18]。

然而,迄今为止国内外对Tellegen介质中电磁波

传播问题研究甚少。仅文献[1]记录2014年西班牙

A.
 

Grande博士利用时域有限差分方法(finite
 

differ-
ence

 

time
 

domain,FDTD)对Tellegen介质进行了研

究,分析了平面波在这种介质中的极化偏转角度。
FDTD算法是一种发展较为成熟,且应用广泛的数值

算法,例如利用该方法分析共面波导传输结构[19]、以
及隐身目标超宽带双站RCS的计算等[20]。然而该算

法也有其固有的缺点,即它的阶梯型误差和数值色散

的问题。相比于该算法,DGTD具有网格灵活、高阶

精度、适合多尺度计算等优点,并且有效克服了

FDTD方法的缺点。为了处理双各向同性介质中大

规模的多尺度问题,本文针对Tellegen介质的本构关

系,推导了相应的麦克斯韦方程弱解形式,提出了一

种新型的DGTD系统矩阵的离散方案,准确模拟了

平面波在Tellegen介质中的瞬态传播特性。这项工

作为仿真双各向同性介质中大规模地多尺度电磁问

题打下基础。

1 微分方程公式

1.1 麦克斯韦方程组

首先,从麦克斯韦方程组的微分形式出发:

⸸×H=
∂D
∂t+σeE+Ji (1)

⸸×E=-
∂B
∂t-σmH-Mi (2)

Tellegen介质的本构关系方程为:
D=εE+χH (3)
B=χE+μH (4)

式中:χ 为Tellegen参数。该参数满足条件:
χ2<με (5)

χr=χ/ε0μ0 (6)
式中:χr 为相对Tellegen参数。将式(3)~(4)代入

式(1)、式(2),可以得到:

ε
∂E
∂t+

χ∂H
∂t+σeE+Ji=⸸×H (7)

χ∂E
∂t+μ

∂H
∂t+σmH+Mi=-⸸×E (8)

1.2 Tellegen介质的弱解形式

根据以上公式,我们推导出适用于Tellegen介
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质的麦克斯韦方程的弱解形式,如下:

∫
V

ve·[ε
∂E
∂t+χ∂H

∂t
]dV+

∫
V

ve·[σeE]dV+∫
V

ve·JidV=∫
V

ve·⸸×HdV (9)

∫
V

vh·[χ
∂E
∂t+μ

∂H
∂t
]dV+

∫
V

vh·[σmH]dV+∫
V

vh·MidV= -∫
V

vh·⸸×EdV (10)

利用分部积分法,进一步得到:

∫
V

ve·(⸸×H)=∫
V

H·(⸸×ve)dV
 

+

∫
S

ve·(ni×Ht)dS (11)

∫
V

vh·(⸸×E)=∫
V

E·(⸸×vh)dV+
 

∫
S

vh·(ni×Et)dS (12)

式中:νe、νh 分别表示电场试探函数、磁场试探函数。
假设电场E 与磁场H 可由矢量基函数Φ 表示

为如下形式:

E=∑
M

j=1
Φj

q·Ej,H =∑
M

j=1
Φj

q·Hj (13)

式中:M 为自由度的个数。
结合式(11)~式(13),通过间断伽辽金半离散

化可获得如下方程:

∑
M

j=1

[∫
V

Φi
p·ε

∂E
∂tdV+∫

V

Φi
p·χ

∂H
∂tdV

]+

∑
M

j=1

[∫
V

Φi
p·σeEdV+∫

V

Φi
p·JidV]=

∑
M

j=1

[∫
V

H·(⸸×Φi
p)dV+∫

S

Φi
p·(ni×Ht)dS](14)

∑
M

j=1

[∫
V

Φi
p·χ

∂E
∂tdV+∫

V

Φi
p·μ

∂H
∂tdV

]+

∑
M

j=1

[∫
V

Φi
p·σmHdV+∫

V

Φi
p·MidV]=

∑
M

j=1

[-∫
V

E·(⸸×Φi
p)dV-∫

S

Φi
p·(ni×Et)dS]

(15)

1.3 Tellegen介质的系统矩阵方程

进一步将半离散化方程组总结为系统矩阵方

程组:

Mi
ee
dei

dt +Mi
eh
dhi

dt =Ki
ehhi+Ci

eeei+

∑
M

j=1
Lij

eeej +∑
M

j=1
Lij

ehhj +ji (16)

Mi
he
dei

dt +Mi
hh
dhi

dt =Ki
heei+Ci

hhhi+

∑
M

j=1
Lij

heej +∑
M

j=1
Lij

hhhj +mi (17)

其中,系统矩阵的表达式为:

Mi
ee =∫

V

Φi
p·εΦj

qdV,

Mi
eh =∫

V

Φi
p·χΦj

qdV,

Mi
he =∫

V

Φi
p·χΦj

qdV,

Mi
hh =∫

V

Φi
p·μΦj

qdV,

Ki
eh =∫

V

(⸸×Φi
p)·Φj

qdV

Ki
he =∫

V

Φi
p·(⸸×Φj

q)dV

Ci
ee =-∫

V

Φi
p·σeΦj

qdV

Ci
hh =-∫

V

Φi
p·σmΦj

qdV

Lij
ee =

Yi

Yi+Yj∫
S

Φi
p·(ni×Φj

q)dS

Lii
ee =

Yi

Yi+Yj∑
M

j=1∫SΦ
i
p·(ni×Φi

q)dS

Lij
eh =

1
Yi+Yj∫

S

Φi
p·(ni×ni×Φj

q)dS

Lii
eh =

1
Yi+Yj∫

S

Φi
p·(ni×ni×Φi

q)dS

Lij
he =

1
Zi+Zj∫

S

Φi
p·(ni×ni×Φj

q)dS

Lii
he =

1
Zi+Zj∑

M

j=1∫SΦ
i
p·(ni×ni×Φi

q)dS

Lij
hh =

Zi

Zi+Zj∫
S

Φi
p·(ni×Φj

q)dS

Lii
hh =

Zi

Zi+Zj∑
M

j=1∫SΦ
i
p·(ni×Φi

q)dS

ji=∫
V

Φi
p·Φi

qdV
 

mi=∫
V

Φi
p·Φi

qdV (18)

Zi= μi

εi ,Y
i=

εi

μi (19)

式中:Zi、Yi 分别表示波阻抗与导纳;ni 为单元表

面上指向朝外的法向量。在上述的离散化系统矩阵

方程中,单元与单元之间进行信息交换的数值通量

采用的是迎风通量[19]。
1.4 时间步进方案

本文采用龙格库塔法,对式(16)~式(17)所示

的系统矩阵方程组进行迭代求解。四阶龙格库塔公

式如下所示:
K1=f(tj,yj)

K2=f(tj+
h
2
,yi+

h
2K1)

K3=f(tj+
h
2
,yi+

h
2K2)

K4=f(tj+
h
2
,yi+

h
2K3)
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yj+1=yj+
h
6
(K1+2K2+2K3+2K4)(20)

由上述公式,基于四阶龙格库塔公式的时间步

进方案如下所示:

Miu~ik =Lii(ν~in +Δt∑
k-1

l=1
ak,lu

~i
l)+

ji(tn +ckΔt)
 

+∑
N

j=1
Lij(ν~j

n +Δt∑
k-1

l=1
ak,lu

~i
l) (21)

ν~in+1=ν~in +Δt∑
s

k=1
bku

~
i
k,s=4 (22)

式中:ak,l、bk、ck 均为
 

Butcher
 

表中的系数。式

(21)中的矩阵表达式为:

Mi=
Mi

ee Mi
eh

Mi
he Mi

hh






 






 

Lij=
Lij

ee Lij
eh

Lij
he Lij

hh






 




 ,j≠i

Lii=
Lii

ee Ki
eh+Lii

eh

Ki
he+Lii

he Lii
hh






 






(23)

1.5 偏转角度的计算

根据文献[20],我们可以推导出在Tellegen介

质的半空间模型中的反射系数与透射系数[20],其表

达式为:

Rco=
η2-η20

η2+η20+2ηη0cosθ
(24)

Rcr=
-2ηη0sinθ

η2+η20+2ηη0cosθ
(25)

Tco=
2η2+2ηη0sinθ

η2+η20+2ηη0cosθ
(26)

Tcr=
-2ηη0sinθ

η2+η20+2ηη0cosθ
(27)

式中:sinθ=
χr

εrμr

;cosθ= = 1-
χ2

r

εrμr
;η 为 波

阻抗。
因此,反射偏转角度与透射偏转角度的计算

式为:

φR=arctan(Rcr/Rco)

φT=arctan(Tcr/Tco) (28)

此外,将θEH 定义为平面波的电场极化方向与

磁场方向的夹角,它满足如下关系式:

θEH=
π
2+φ

 

,sinφ=(
χr

εrμr

) (29)

2 数值算例

为了模拟Tellegen介质中平面波的传播特性,
首先考虑Air-Tellegen分层空间模型,如图1所示。
平面波由空气垂直入射到Tellegen介质中,并假设

该分层介质的边界为无穷远。

图1 包含空气与Tellegen介质的分层空间模型

  该模型的网格剖分图如图2所示,计算域的大小

为0.018
 

5
 

m×0.05
 

m×0.05
 

m,其中绿色部分为空

气介质的网格剖分,黄色部分为Tellegen介质的网格

剖分,2种介质区域内均采用立方体网格进行剖分。
值得注意的是,2种区域内系统矩阵的运算是独立

的,空气与Tellegen介质之间的交界面处仅通过迎风

通量来实现区域之间的信息交互。平面波采用余弦

调制高斯脉冲信号作为激励源沿x 轴方向垂直入射,
电场极化方向为z 轴正方向,中心频率为

 

9
 

GHz。
Tellegen介质的电磁参数分别为εr=3.5,μr=1.2,
χr=0.6。在计算区域内设置2个观测点:观测点1
位于空气中,距离分界面

 

0.09
 

m;观测点2位于Tel-
legen介质中,距离分界面

 

-0.012
 

5
 

m。

图2 计算域的立方体网格剖分图

利用DGTD进行仿真时,电场E 的基函数阶数

为三阶,磁场H 的基函数阶数为二阶,时间步长dt
为0.000

 

5×10-9s,时间迭代的步数为4
 

000。数值

实验分别记录了观测点1和2的电场分量变化情

况,如图3、图4所示。

图3 观测点1处的电场变化
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图4 观测点2处的电场变化

从图3可以看到,由于z方向极化的原因,观测

点1的直达波只有电场z 分量,而在反射波中出现

了y 分量。也就是说,当平面波垂直入射到 Tel-
legen介质时,它会改变反射波的电场极化方向使

其发生偏转。同样地,Tellegen介质也会对透射波

的极化方向产生影响,图4可以看出透射波中包含

电场y 方向分量。

为了进一步观察反射波和透射波的偏转情况,

分别绘制了观测点1和观测点2的三维电场分量

图,如图5和6所示。

图5 观测点1处的电场变化值(三维)

图6 观测点2处的电场变化值(三维)

  从图中可以看到,由于Tellegen介质本构关系

中电磁场交叉耦合,使得照射到该介质上的电磁波

偏振方向发生了明显的改变。

图7
 

(a)为观测点1处入射波与反射波的极化

偏转情况。图7
 

(b)为观测点2处入射波与透射波

的极化偏转情况。通过这两幅图,可以更直观地观

察Tellegen介质对平面波极化方向的调制。

    (a)观测点1(正视图)    b)
 

观测点2(正视图)

图7 观测点1和观测点2三维电场变化值(从x 轴方向观察)

为了定量研究 Tellegen介质对电磁波极化方

向的影响,利用DGTD算法计算了反射波与透射波

的极化偏转角度,并与文献[1]中的结果进行了对

比。从表1可以看到DGTD计算反射波与透射波

的极化偏转角分别为27.771°和-10.388°,与参考

文献[1]中结果吻合较好。
表1 DGTD模型观测点处的偏转角度与文献[1]

中的结果对比

类型 文献[1]结果 DGTD结果

反射波 27.553° 27.771°
透射波 -10.752° -10.388°

  第2个模型算例,也为 Air-Tellegen分层空间

模型,唯一不同的是这个算例中的电磁参数为εr=
3,μr=2.1,χr=0.5。其模型的大小、基函数阶数、

时间步长dt和时间迭代步数等参数与算例1相同。

平面波的中心频率为9
 

GHz,模型中的观测点分别

位于(0.09,0,0)、(-0.002
 

5,0,0),然 后 利 用

DGTD程序进行仿真,其仿真结果图8、图9所示。

(a)
 

侧视图
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(b)
 

正视图

图8 观测点(0.09,0,0)处三维电场变化值

(a)
 

侧视图

(b)
 

正视图

图9
 

 观测点(-0.002
 

5,0,0)处三维电场变化值

从图8、图9可以看出,算例2中的Tellegen介

质对平面波的影响,具有类似的效果,只是反射偏转

角度与透射偏转角度大小不同,通过计算电场极化

方向与磁场方向之间的夹角,即θEH,算例2的计算

结果与理论值的比较如表2所示。
表2 DGTD模型观测点处的偏转角度与理论值之间的对比

参数 理论值 DGTD 相对误差

θEH 101.49° 100.62° 0.002
 

4

φR 48.01° 48.31° 0.000
 

8

  电场极化偏转角φeT,磁场偏转角φhT,以及反

射偏转角φr,得到的结果与解析解对比,如表3所

示,可以看到 DGTD 的计 算 结 果 与 理 论 值 吻 合

较好。
表3 DGTD模型观测点处的偏转角度与解析解对比

参数 解析解 DGTD
θEH

 101.49°
 

100.62°

φeT -6.26° -5.45°

φhT -5.15° -5.17°

φR 48.01° 48.31°

  第3个算例为
 

“弹头”模型,弹头的电磁参数为:

εr=3.5,μr=1.2,χr=0.6,如图10所示。入射波的

方向从右向左,即(-1,0,0)。入射波的中心频率为

155
 

MHz,激励脉冲采用余弦调制的高斯脉冲信号。

分别在(2.5
 

1.3
 

1.3)、(-2.5
 

0
 

0)处设置观测点,观
察弹头内外的电场变化情况。为了更好地模拟弹头

的曲面结构,上述算例模型采用四面体网格剖分。

(a) 弹头模型仿真示意图

(b) 弹头内部的网格剖分

图 10
 

弹头模型与网格剖分

利用 DGTD 计算时,时间步长设置为dt
 

=
 

0.05×10-9,时间步数nt
 =

 

3
 

000。计算可得观测

点处的电场变化情况如图11所示。

(a)
 

观测点1(2.5,1.3,1.3)处的电场变化情况
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(b)
 

观测点2(-2.5,0,0)处的电场变化情况

图11 弹头模型的电场计算结果

由图11的结果可以看出,在弹头模型外的观测

点处,
 

即接收点1,首先记录到入射场,然后记录由

弹头表面所形成的各级反射波,如图11
 

(a)所示;在
弹头内的观测点,即接收点2,首先记录进入 Tel-
legen介质中的透射波。由于电磁场在Tellegen区

域内的多重散射现象,接收点2记录的波形振荡比

较严重,如图11
 

(b)所示。

3 结语

基于时域间断伽辽金(DGTD)离散方法,本文

首次推导了适用Tellegen介质的系统矩阵方程,并
采用迎风通量实现计算域中各个单元之间的信息交

互。通过数值算例,我们计算并分析了平面波在具

有双电磁耦合效应的Tellegen介质中的传播特性,
验证了该算法的可行性和有效性。
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