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摘要
!

针对非线性能量阱系统多值性导致系统存在多个不同拓扑特性的吸引子!提出了一种基于吸引子迁

移控制方法的非线性减振策略'首先!分析了大参数范围内激励力幅值对系统全局性态的影响*其次!提出

了一种改进型的并行多自由度胞映射法!对典型参数下的共存吸引子及其吸引域进行研究*最后!通过迁移

控制方法实现了不同振幅吸引子之间的跃迁'仿真结果表明&非线性能量阱系统在多个典型参数区间内呈

现了多稳定吸引子共存现象!并行多自由度胞映射算法具有较高效率和精度!通过开环加线性闭环算法可使

非线性能量阱系统由大振幅吸引子迁移至小振幅吸引子!从而实现减振降噪'
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潜艇机械设备周期性运转导致其水下辐射噪声

中存在较强低频线谱成分$其所携带的频率信息是

潜艇水声隐身性能和战技术性能的主要危害+

;

,

%线

性动力吸振器由于吸振频率固定且工作带宽极窄$

当激励特性或工况变化时难以发挥理想的吸振效

果%非线性能量阱是一种本质非线性刚度吸振器$

具有吸振效率高-工作频带宽和附加质量小等优点$

若将非线性能量阱应用于潜艇机械设备低频线谱控

制$对于提升其声隐身性能具有重要意义+

!

,

%

然而$非线性能量阱系统在某些频率区间具有

多个吸引子$而吸引子共存是非线性能量阱系统产

生大幅值孤枝响应的内在原因%

4OEQO%ABE

等+

"

,首

次揭示了该现象$指出在偏离中心频率的区域$非线

性能量阱系统易出现孤枝响应与主共振响应共存$

且这些共存吸引子拓扑性质可以是周期-准周期甚

至是混沌的%对于干扰源众多的潜艇机械设备振动

系统而言$初始条件具有很大的不确定性$意味着系

统极有可能从小振幅运动状态跃迁至大振幅运动状

态$从而放大机械设备振动幅值$导致非线性能量阱

吸振效率降低%因此孤枝响应或多吸引子共存不利

于吸振系统设计$为了消除或抑制孤枝响应$

eB\O:

等+

)

,设计了一种半主动控制型可变长度单摆结构调

谐质量阻尼器$

/CM

等+

V

,通过调整三弹簧型非线性

能量阱初始安装角调节系统参数$

IBE

F

等+

>

,通过改

变杠杆型非线性能量阱结构支点位置调整系统参

数%但上述方法均是在原系统基础上引入附加子系

统或调节机构$导致系统结构较为复杂$难以在潜艇

狭小空间内使用%

与上述学者思路不同$本文依据不同吸引子及

其所属吸引域之间的确定性关系$通过引入一定的

迁移控制算法+

U

,

$当机械设备响应处于大幅值吸引

子时快速准确迁移至小幅值吸引子$而原本处于小

幅值吸引子时则尽量保持$从而提升非线性能量阱

工作稳定性与工程应用价值%
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全局性态研究

?A?
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动力学建模

如图
;

所示$建立垂向振动机械设备耦合非线

性能量阱的一般吸振系统动力学模型%

图中$主系统由
?
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-

$
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组成$其中
?

;

为待减

振设备$通过线性弹簧
3

;

-阻尼
$

;

与刚性基座连接'

未接地非线性能量阱安装于机械设备上层并与机械

设备耦合连接$其组成元素包括质量
?

!

-刚度
3
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和

阻尼
$
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`$H$G
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为外界激励力$机械设备

与非线性能量阱产生的垂向位移分别为
+

;

-

+
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%非

线性能量阱满足立方刚度特性$故其恢复力为
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非线性能量阱系统的动力学模型

引入长度量纲
9

(

`?

;B

.

3

;

$

9

(

对应线性弹簧
3

;

在质量
?

;
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全局性态分析

固定系统参数
'

;

`(6;

$

'

!

`(6(;

$

&

`(6"

$

(

`

(6>

$

"

;̀6>

$选取控制参数
(

0

)

0

"(

$步长
'

)

`

(6(;

$设置数值积分时长为
;(((

个周期$步长为

(6(;

个周期$一个周期时长为
!

(

.

"

$并以每组参数

下系统稳定后
V((

个周期内的数据点构造
e$CEHB:i

映射点集%采用简单分岔跟踪延拓算法分析初始条

件对数值积分的影响$即固定首次积分初始条件为

!

(

$

(

$

(

$

(

"$将每个
)3

下系统状态向量积分终值作

为下一个参数点
)3a;

`

)3

a

'

)

的积分初值$分别

进行向前延拓与向后延拓逐点计算+

@

,

%

图
!

为机械设备响应随激励力幅值变化的全局

性态图$图
"

为对应的最大
/

S

B

9

ME$T

指数图谱%

由图可知$无论是向前延拓或向后延拓$激励力

幅值在大参数范围内变化时系统均呈现非常丰富的

动力学特性$周期运动!周期
;

-周期
!

-周期
"

等"-

准周期以及混沌运动均存在于系统解枝中%在多个

控制参数区域内出现了多稳定吸引子共存现象$具

体包括&

!

个周期
;

吸引子共存$

!

个周期
!

吸引子

(!
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共存$

!

个周期
"

吸引子共存$

;

个周期
"

吸引子与

混沌吸引子共存$

;

个周期
!

吸引子与混沌吸引子

共存%

图
!

!

机械设备响应随激励力幅值变化的全局性态图

图
"

!

最大
/

S

B

9

ME$T

指数图谱

多稳定吸引子共存是由于非线性系统多值性本

质决定的$每个吸引子有其对应吸引域$吸引域代表

汇聚到同一吸引子的所有初始条件集合$而初始条

件决定了系统响应的发展过程和最终性态%因此$

进一步确定吸引子数目-大小以及对应的吸引域对

于刻画系统振动响应完整样貌异常重要%

@

!

共存吸引子

@A?

!

并行多自由度胞映射法

多自由度胞映射法是在简单胞映射基础上引入

了分析平面的概念$通过选取相空间中所关心的二

维平面来近似展现系统的全局性态$在高维非线性

系统中得到了广泛应用+

?

,

%本文通过引入并行计算

扩展控制方程对多自由度胞映射法进行改进$提出

一种并行多自由度胞映射法!
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考察如下任意
&

维非自治动力学系统&

+
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$0$

+

&

$

! "

(

$

-̀ ;

$
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$0$

&
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"

胞映射法的基本思想是通过引入胞的概念将连

续相空间离散化$从而将胞状态用胞化空间内一系

列有间隔整数唯一标识%记元胞
%`

+

C

;

$

C

!

$0$

C

&

,%元胞的数值称为胞中心点$在每个维度上引入

常数尺度参数
*

-

$则胞中心点坐标为
0

-

*̀

-

C

-

$每一

个元胞边界所包含的原相空间状态向量为&

C
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0

+
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a;

.

! "

!*
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若
*

-

满足精度$则胞中心点的最终性态代表了

落于此胞范围所有状态向量的最终性态%引入二维

分析平面概念$对于相空间中所感兴趣的区域
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可用二维胞化空间重构$元胞子集
&

满足&

&`

3

%

1

I

&

"

C

!

9

"

-

0

C

-

0

C

!

;

"

-

$

-̀ ;

$

!

2

C

-

(̀

$

-̀ "

$

)

$0$

&

4 !

>

"
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表示分析平面中胞化空间的上下限%

那么子集
E

的元胞总数为&
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经过上述过程$从原相空间任意一点出发$沿相

轨迹数值积分一段时长后的终点坐标
+

3

-

可用胞化

空间中离散状态变量
C

3

-

替代$从而将欧几里德空

间
#

& 的点映射关系
#

!

3a;

"

`

'

!

#
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3

""转化为胞化

空间
G

& 的胞映射关系
%

!

3a;

"

`

)

!

%

!

3

""

+
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%前者

#

!

3

"为时刻
(̀ 3

*

!

*

为离散时间"

&

维状态向量$

B

为
e$CEHB:i

映射函数$

'

&

#

&

4

#

&

'而后者
%
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3

"为
&

元整数$

)

为胞映射函数$
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&

&

4

&

$

%

!

&

"又称为原

胞$

%

!

&a;

"称为像胞%
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法在具体实施过程中$将子集
&

中的原

胞分为原始胞-正在处理胞-已处理胞和再次被处理

的已处理胞
)

类$其实质是从所选分析平面中某一

胞中心点出发$在胞化空间中不断向前映射直至映

射轨迹再次经过已处理胞时映射过程终止$并依次

从新的胞中心点重新开始映射$直至所有元胞计算

完毕%每条完整映射序列可记为&

%

4

)

!

%

"

4

)

!

!

%

"

4

0

4

)

?

!

%

" !

@

"

式中&

?

为映射步数%通过逐一分析每条映射序列

的演化过程$获取每个元胞的周期信息$最终可得到

整个胞化空间的全部吸引子和对应吸引域%

e=8<

2=

法则是对
=82=

法的胞映射过程和胞处理过

程进行改进$现以二维分析平面中
"b"

大小的子集

&

为例$通过示意图来直观描述两种计算方法的区

别$如图
)

所示%

;!
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图
)

!

=82=

法与
e=82=

法计算过程示意图

在图
)

中$

e=82=

法并行计算数
H

7

"̀

$元胞

+

c;

$

c;

,-+

(

$

c;

,-+

;

$

c;

,为已处理胞$分别对应

周期数组
B;

-

B!

和
B"

$虚线表示剩余未处理胞映射

过程并用相应字母标识$相同字母不同下标代表同

时进行的映射步骤$如
:

;

-

:

!

-

:

"

等$而图中省略的字

母如
,

-

I

等则代表元胞扫描判定过程%由图可知$

两种方法计算过程存在两点明显区别&

一是在
=82=

法中$每次只能处理一个元胞

并向前持续映射$直至映射轨迹收敛于吸引子时终

止$且映射过程与扫描处理过程是交替进行的'而在

e=82=

法中$多条映射序列可并行向前映射$一

旦当前映射轨迹经过已处理胞时映射过程随即终

止$不再向前映射$且映射过程与扫描过程是同时进

行的%

二是
e=82=

法可能存在两条或两条以上映

射轨迹相互交叉的情形$因此需要增加新的胞扫描

判定过程$其功能在于将交叉映射序列合并$避免元

胞被重复计算%

e=82=

法包括
>

个关键步骤%

步骤
?

!

选定分析平面$建立元胞矩阵%将动

力学系统连续相空间离散化为胞化空间$并在选定

分析平面内得到元胞矩阵
(

%

步骤
@

!

参数初始化%建立向量矩阵用于标识

矩阵
(

7

中的空行$并将映射序列轨迹长度初始化为

)

7

(̀

$为后续填充矩阵
(

7

做准备%

步骤
B

!

元胞前处理及填充矩阵
(

7

%根据行标

索引递增顺序依次从元胞矩阵
(

中筛选尚未处理

元胞用于填充
(

7

矩阵的空行%

步骤
C

!

并行数值积分计算%将填充完毕的矩

阵
(

7

并行数值计算得到胞映射的像胞$并重新赋值

给矩阵
(

7

%

步骤
P

!

像胞扫描及处理过程%对像胞矩阵
(

7

进行扫描判定%若像胞为新的未处理胞$将其添加

到矩阵
$0

中$并形成新的周期序列%

步骤
R

!

映射序列后处理%检查映射序列轨迹

长度并识别运动状态$当所有元胞被遍历计算时$则

可依据每个元胞的周期号组以及步数号组标识数$

得到完整的吸引子以及吸引域信息%

@A@

!

共存吸引子及其吸引域

首先选取
)

`(&>@

$此时系统响应存在
!

个稳

定周期
;

吸引子$不同吸引子相轨迹如图
V

!

B

"所

示$其中
!

;

吸引子振幅大于
!

!

吸引子振幅%若选

取分析平面
c!

0

C

;

0

!

$

c!

0

1;

0

!

$固定变量
C

!

-

1!

初始条件均为
(

$将分析平面划分为
;((b;((

的

离散胞$设置并行计算数
H

7

`;((

$计算结果如图
V

!

[

"所示%图中蓝色)

5

*为
!

;

吸引子位置$红色区

域为对应吸引域$红色)

5

*为
!

!

吸引子位置$蓝色

区域为对应吸引域%由图可知$

!

;

吸引子吸引域所

占面积为整个分析平面的
@>&"?_

$而
!

!

吸引子吸

引域只占
;"&>;_

%

图
V

!

)

(̀&>@

时机械设备响应共存吸引子及吸引域

其次选取
)

`;?&V

$此时系统响应存在一个稳

定的周期
"

吸引子与一个稳定的混沌吸引子%为增

加计算精度$此时将分析平面划分为
!((b!((

的离

散胞$仍设置并行计算数
H

7

;̀((

$若选择分析平面

c@

0

C

;

0

@

-

c;V

0

1;

0

;V

$固定变量
C

!

-

1!

初始条

件均为
(

%计算结果如图
>

所示$图
>

!

[

"中红色

)

5

*为周期
"

吸引子位置$绿色区域为混沌吸引子

位置$红色与蓝色区域分别对应周期
"

吸引子与混

沌吸引子吸引域%由图可知$系统响应以混沌运动

为主$混沌吸引子吸引域所占面积为
U!&?@_

$而周

期
"

吸引子吸引域只占
!U&(!_

$且
!

个吸引域交

织在一起$全局性态较为复杂%

!!
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图
>

!

)

;̀?&V

时机械设备响应共存吸引子及吸引域

B

!

吸引子迁移控制

由前文分析可知$在大参数范围内非线性能量

阱系统存在多值性$不同吸引子振幅有所差异$且每

个吸引子有其唯一吸引域%若将机械设备振幅最小

的运动响应称为)有益的*吸引子$随之而来的问题

是当系统受到外界扰动时$如何克服初始条件对系

统响应影响$使机械设备持续稳定的工作在该有益

吸引子上5 下面通过迁移控制理论来解决此问题$

从而提升非线性能量阱的工作稳定性%

BA?

!

开环加非线性闭环的迁移控制算法

本节采用开环加非线性闭环!

$

9

OE<

9

%MG<E$E<

%CEOB:<H%$GOQ<%$$

9

$

+e'2/

"策略+

;;

,来实现不同吸

引子之间的迁移控制$将式!

!

"重写为如下形式&

C

/

;

`$

;

!

#

$

(

"

`

1;

1

/

;

`$

!

!

#

$

(

"

`cC

;

c

&

C

;

cC

! "

!

"

c

'

;1;

c

!!

'

! 1;

c

1

! "

!

a

)

H$G

"

(

C

/

!

`$

"

!

#

$

(

"

`

1!

1

/

!

`$

)

!

#

$

(

"

`c

&

C

!

cC

! "

;

"

.

(

c

'

! 1!

c

1

! "

;

.

%

&

'

(

!

?

"

C

/

;

1

/

;

C

/

!

1

/

%

&

'

6

7

8

!

`

1;

$

!

!

#

$

(

"

1!

$

)

!

#

$

(

%

&

'

6

7

8

"

aE

!

(

"

B

/

;

c

B!

B

/

!

c$

!

!

'

$

(

"

B

/

"

c

B)

B

/

)

c$

)

!

'

$

(

%

&

'

6

7

8"

%

&

'

a

9

"

!

'

$

(

"

9

'

c

+ ,

*

C

;

c

B;

1;

c

B!

C

!

c

B"

1!

c

B

%

&

'

6

7

8

)

c+

'

$

#

$

! "

(

!

;(

"

式中&状态向量
#`

!

C

;

$

1;

$

C

!

$

1!

"

6

$

"

!

#

$

(

"为多项

式矩阵$目标轨道函数
'

!

(

"

`

!

B;

$

B!

$

B"

$

B)

"

6

$误

差向量
,

!

(

"

`

!

A

;

$

A

!

$

A

"

$

A

)

"

6

`

!

C

;

c

B;

$

1;

c

B!

$

C

!

c

B"

$

1!

c

B)

"

6

$

+

;

`

B;

c

B"

$

+

!

À

;

cA

"

%对式!

?

"

施加
+e'2/

控制$可得控制方程!

;(

"$其中
E

!

(

"为

开关函数$主要用于缓冲控制项所引起的剧烈反应$

满足
E

!

(

"

(̀(

)

(

! "

(

$

E

!

(

"

;̀(

(

(

! "

(

$

(

(

为控制开

启时间%

9

"

!

'

$

(

"

9

'

`

( ; ( (

c;c"

&

+

!

;

c

'

;

c

'

!

"

&

+

!

;

'

!

( ( ( ;

"

&

+

!

;

.

(

'

!

.

(

c"

&

+

!

;

.

(

c

'

!

.

*

+

,

-

(

!

;;

"

+

'

$

#

$

! "

( `

(

c"

&

+

;

+

!

!

c

&

+

"

!

(

"

&

+

;

+

!

!

.

(

a

&

+

"

!

.

*

+

,

-

(

!

;!

"

取常数矩阵
*

为具有负实部特征值的对角矩阵&

* Q̀CB

F

!

:

;;

$

:

!!

$

:

""

$

:

))

"$

:

--

)

(

$

!

-̀ ;

$

!

$

"

$

)

!

;"

"

可得误差方程
QA

-

.

Q(̀ :

--

A

-

%

因此$在非线性能量阱系统中施加
+e'2/

控

制后$误差
:

,

:

能很快收敛于
(

$且其传输域
W3

!

'

"

是全局的+

;!

,

%对于任意光滑目标轨道函数$只需

要
'

!

(

"连接不同吸引子的吸引域$迁移控制均能

使机械设备响应从大振幅吸引子迁移至小振幅吸

引子%

BA@

!

数值讨论与分析

由
!&!

节分析可知$当
)

(̀&>@

时$系统响应存

在一个周期
;

运动的大振幅吸引子和一个周期
;

运

动的小振幅吸引子%

图
U

为不同吸引子的时间历程图$对应初始条

件分别为!

;

$

(

$

(

$

(

"!红色曲线"和!

(

$

(

$

(

$

(

"!蓝色

曲线"$其中
!

;

吸引子振幅高于
!

!

吸引子振幅%

图
U

!

不同初始条件下机械设备响应时间历程图!

)

(̀&>@

"

"!
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对系统!

?

"施加
+e'2/

控制$选取矩阵
*`

QCB

F

!

cV

$

cV

$

cV

$

cV

"$目标轨道函数
B;

`

B"

`

(X!Va(6VGCE(6V(

$

B!

`

B)

`(6VH$G(6V(

%目标轨

道在相空间位置如图
@

所示$图中红色区域为
!

;

吸

引子吸引域$蓝色区域为
!

!

吸引子吸引域$绿色实

线代表目标轨道%由图可知$在分析平面内$所选取

目标轨道均是连接两个吸引域的一条通道%设置控

制开启时间大于
"((G

!系统已稳定"$当系统响应位

于
!

;

吸引子吸引域内时$开启控制$对应
E

!

(

"

`;

'

当系统响应迁移至目标轨道并运行至
!

!

吸引子吸

引域内时$则关闭控制$对应
E

!

(

"

(̀

%

图
@

!

目标轨道在相空间中的位置!

)

(̀&>@

"

在迁移控制下$系统响应相轨迹如图
?

所示%

图中红色实线代表施加控制前系统运行轨迹$黑色

实线代表控制施加过程中的暂态运行轨迹$绿色实

线代表系统沿目标轨道的运行轨迹$蓝色实线代表

关闭控制后系统运行轨迹$黑色箭头代表控制前后

系统运行轨迹随时间变化的方向%

图
?

!

迁移控制下机械设备响应相轨迹!

)

(̀&>@

"

图
;(

为控制过程中系统响应幅值随时间变化

曲线$其中
(

0

)((G

为大幅值振动$

)((G

)

(

0

V)(G

为沿目标轨道运行的暂态过程$

(

.

V)(G

为小幅值

振动%由图可知$机械设备振动响应经短暂瞬态过

程后$能从大幅值运动状态快速迁移至小幅值运动

状态$从而降低了机械设备振动幅值%

当
)

4

;?6V

时$可知系统周期
"

吸引子!

!

;

"与

混沌吸引子!

!

!

"共存%图
;;

为不同吸引子的时间

历程图$对应初始条件分别为!

c;&!V

$

;

$

(

$

(

"!红色

曲线"和!

c;

$

;

$

(

$

(

"!蓝色曲线"$其中
!

;

吸引子平

均振幅高于
!

!

吸引子平均振幅%

图
;(

!

迁移控制下机械设备响应时间历程图!

)

(̀&>@

"

图
;;

!

不同初始条件下机械设备响应时间历程图!

)

;̀?&V

"

选取矩阵
* Q̀CB

F

!

c;(

$

c;(

$

c;(

$

c;(

"$目标

轨道
B;

`

B"

`;&!VGCE(&V(

$

B!

`

B)

`;&!VH$G(XV(

%

图
;!

为目标轨道在相空间的位置$红色区域为周期

"

吸引子吸引域$蓝色区域为混沌吸引子吸引域$绿

色曲线为目标轨道$在分析平面内目标轨道同样连

接了两个不同吸引域%

图
;!

!

目标轨道在相空间中的位置!

)

;̀?&V

"

图
;"

和图
;)

分别为控制过程中系统响应相轨

迹和时间历程图%由图可知$迁移控制方法实现了

大幅值周期
"

吸引子至小幅值混沌吸引子的转迁%

图
;V

为控制前后机械设备响应的功率谱图%

从图中可知$机械设备处于混沌运动状态时$线谱成

分明显减少$除特征线谱外$其余频率段呈现连续谱

特征$同时控制前后特征线谱强度从
"@&))QW

降低

到
"(&>;QW

%因此$在此参数下
+e'2/

方法不仅

能降低线谱强度$还可重构线谱结构$从而实现了降

低线谱强度与隐匿线谱特征的双重目的%

)!
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图
;"

!

迁移控制下机械设备响应相轨迹!

)

;̀?&V

"

图
;)

!

迁移控制下机械设备响应时间历程图!

)

;̀?&V

"

图
;V

!

迁移控制前后机械设备响应功率谱图

C

!

结语

本文分析了大参数范围内激励力幅值对系统全

局性态的影响'提出了一种改进型的并行多自由度

胞映射法$对典型参数下的共存吸引子及吸引域进

行了研究'利用迁移控制方法实现了不同振幅吸引

子之间的跃迁%主要工作和结论总结如下&

;

"非线性能量阱系统在大参数范围内具有丰富

的动力学特性$多个典型参数区间内呈现了多稳定

吸引子共存现象$不同吸引子振幅有所差异$为吸引

子迁移控制提供了先验信息'

!

"并行多自由度胞映射法具有同时计算和扫描

处理多个元胞的能力$能较好地刻画高维非线性系

统中吸引子与吸引域之间的确定性关系$具有更高

的计算效率与精度'

"

"通过迁移控制方法实现了
!

种不同类型共存

吸引子的跃迁$从而能够使系统持续稳定运行在小

振幅吸引子上$特别是当系统响应从大振幅周期吸

引子迁移至小振幅混沌吸引子时$控制前后机械设

备响应特征线谱强度从
"@&))QW

降低到
"(X>;QW

$

线谱数目也显著减少%

参考文献#

+

;

,

!

苏强$王桂波$朱鹏飞$等
&

国外潜艇声隐身前沿技术发

展概述+

*

,

&

舰船科学与技术$

!(;)

$

">

!

;

"&

;<?&

+

!

,

N1+'4J

$

g+'4N-&-OG

9

$EGO-O

F

CAOG$R'B::$]<

WBEQ5P$HLBGPCH3̂HCPOQ/CEOB:+GHC%%BP$:2$M

9

%OQP$

'$E%CEOB:3EO:

FS

5CE\

+

*

,

&2LCEOGO*$M:EB%$R.O:$<

EBMPCHG

$

!(;V

$

!@

!

!

"&

)VU<)>@&

+

"

,

43'83/=.'+ #&.EB%

S

PCH6:OBPAOEP$RB5

S

GPOA

]CPLB#C[:$<1A

9

BHP'$E%CEOB:3EO:

FS

5CE\

+

*

,

&*$M:<

EB%$R5$MEQBEQ#C[:BPC$E

$

!(;!

$

"";

!

!;

"&

)V??<)>(@&

+

)

,

e.g3-3-&JC

F

L.A

9

%CPMQO-OG

9

$EGOWOLBTC$:$RB

/CEOB:+GHC%%BP$:<'$E%CEOB:.[G$:[O:5

S

GPOA

&

1QOEPCRC<

HBPC$E

$

.EB%

S

GCG

$

BEQ.PPOEMBPC$E[

S

,GCE

F

B5OAC<

.HPCTO.[G$:[O:CE5O:COG

+

8

,

&J$MGP$E

$

6ÔBG
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