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摘要
!

为建立菱形翼布局无人机的动力学模型!提出一种基于拉格朗日方程的动力学建模方法!首先选取四

元数用于参数化该无人机的姿态!建立该无人机系统的约束矩阵)其次通过虚功的形式建立无人机的广义力

矩阵!建立无人机的动能与势能模型)最后通过矩阵直积的概念得到与无人机系统约束矩阵乘积为零的矩

阵!通过该矩阵消掉拉格朗日方程中的拉格朗日乘子!基于拉格朗日方程模块化地建立该无人机的动力学模

型'为与拉格朗日方程进行对比!同样采用
cBIE

方程和
/9/L6

软件建立该无人机的动力学模型'仿真

结果表明!拉格朗日方程(

cBIE

方程以及
/9/L6

软件的仿真结果基本一致!验证了动力学建模方法的合

理性'
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近年来%随着无人机在军用和民用领域的应用%

无人机的发展越来越快&无人机的动力学模型是无

人机详细设计与控制的基础%因此较为重要&然而

目前大部分无人机的动力学模型均是采用传统的牛

顿
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欧拉方程*
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+建立%随着无人机的快速发展%其布

局)功能)结构均呈现出多样性%因此牛顿
<

欧拉方程

已经不能完全满足现有无人机动力学建模的需求&

为适应无人机的发展%与此同时诞生出很多新的动

力学建模方法%如拉格朗日方程*
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+等&其中
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应用较少%仍需较为深入地研究#

cBIE

方程在建模

过程中需要求取偏线速度矩阵和偏角速度矩阵进行

辅助建模%这种建模方法较难理解%但其在建模过程

中能主动消掉系统内部的约束力%减少对约束力的

处理%对于约束系统的动力学建模问题较有优势#拉

格朗日方程建模最终结果为二阶偏微分方程组%仿

真计算量较大%但其建模过程相比于其他几种建模

方法更为模块化%针对不同建模对象只需修改相应

模块的内容即可&综上所述拉格朗日方程与
cBIE

方程在未来无人机的动力学建模中更具优势&

针对以上情况%主要对拉格朗日方程的动力学

建模方法进行研究%选取目前较为新颖的菱形翼布

局无人机为算例%选取四元数参数化其姿态%建立其

约束矩阵%通过虚功建立其广义力和力矩模型%最终

基于拉格朗日方程以矩阵的形式推导并建立其动力

学模型&除此之外对拉格朗日方程)

cBIE

方程以及

/9/L6

软件的动力学建模方法进行对比%并分析

对比几种建模方法的优缺点和适用范围%其结论可

为现有无人机的动力学建模提供方法参考&
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四元数及其约束介绍

首先对四元数及其性质进行相应的描述以支撑

后文的动力学建模&四元数与欧拉角均可用于描述

研究对象的姿态%其中四元数属于带约束*
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+的姿态

坐标而欧拉角属于不带约束的姿态坐标&假设存在
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0, 为四元数
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0, 随时间的

变化率和角速度
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0, 之间的映射矩阵&同理可得角

速度
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0, 与四元数
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模型描述
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参考坐标系描述

对菱形翼布局无人机进行动力学建模%该无人

机的整体构型如图
)

所示&

图
)

!

菱形翼布局无人机
!

该菱形翼布局无人机主要由无人机机体!包含

机翼)机身以及垂尾与起落架结构共用体")左螺旋

桨以及右螺旋桨所组成%将菱形翼布局无人机划分

为无人机机体
0

)左螺旋桨
4

和右螺旋桨
5

分别进

行分析%选取地面参考点
6

以及无人机机体)左螺旋

桨和右螺旋桨的质心作为原点建立右手坐标系%具

体如图
!

所示&其中
6

坐标系固定于地面%而
0

%

4

%

5

坐标系可随无人机的机体)左螺旋桨和右螺旋桨一

起运动&

图
!

!

菱形翼布局无人机坐标系
!
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广义坐标描述

选取广义坐标具体如下%用于描述该菱形翼布

局无人机的质心位置与菱形翼布局无人机的姿态'
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60 用于描述菱形翼布局无人机机体质心相对

于参考坐标系原点
6

的位置#
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60 为用于描述菱形翼

布局无人机机体坐标系相对于参考坐标系姿态的四

元数#

'

60 为菱形翼布局无人机机体质心相对于参考

坐标系原点
6

的线速度#
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60 菱形翼布局无人机机体

坐标系相对于参考坐标系姿态的角速度#
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拉格朗日方程的应用
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系统的约束介绍

建模对象菱形翼布局无人机自身并无约束%因

此建模系统的约束仅由所选取的广义坐标产生&当

选取四元数用于描述菱形翼布局无人机的姿态时%

四元数之间的约束矩阵即为菱形翼布局无人机系统

的约束矩阵%由式!
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"可得无人机系统约束矩阵的具

体形式如下'
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为菱形翼布局无人机系统的约束矩阵&
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系统的动能与势能介绍

该菱形翼布局无人机的动能*
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+主要由平动动

能和转动动能组成%其具体形式如下所示'
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机机体)左)右螺旋桨的质量#
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为左右螺旋桨转动动能之和&

对于该菱形翼布局无人机的势能主要通过菱形

翼布局无人机的机体质心
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与坐标原点
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之间的高

度差得到%其具体形式如下'
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&

60

!

)?

"

式中'

%

S

(

*

"

!

"

!

)

+

7

!

)*

"

A8A

!

系统的广义力和力矩介绍

通过虚功的方式得到菱形翼布局无人机的广义

力和力矩矩阵&首先菱形翼布局无人机左右螺旋桨

")
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4

%

5

到菱形翼布局无人机质心的实位移分别为
=

04和

=

05

%因此其虚位移为
(

=

04 和
=

(

05

%进而可以得到菱形

翼布局无人机所产生的广义力和力矩矩阵为'

'

(

-

60

.

0

1

-

64

.

4

1

-

65

.

5

$

60

7

*

* +

NGA

1

)

*

-

60

&

04

+

7

)

#

!

60

-

64

.

4

1

)

*

-

60

&

05

+

7

)

#

!

60

-

65

.

'

(

)

*

5

!

!"

"

'

NGA

(

'

0

1

>

04

'

4

1

>

05

'

5

!

!)

"

式中'

-

?

:

为坐标系!

:

%

:-

%

:

.

%

:/

"向坐标系!

?

%

?

-

%

?

.

%

?

/

"的转换矩阵#

.

0

%

*

0

为无人机机体的气动力和力

矩模型*

)!

+

#

.

4

%

*

4

为左螺旋桨气动力和力矩模型#

.

5

%

*

5

为右螺旋桨气动力和力矩模型*

)S

+

&

A8>

!

拉格朗日方程介绍

拉格朗日方程*

)=

+的具体形式如下所示'

O

O"

)

@

)

A

#

* +

60

7

2

)

@

)

#

* +

60

7

(%

7

(h'

!

!!

"

式中'

%

为系统的约束矩阵#

(

为拉格朗日乘子%在此

处为一个
>

B

)

的矩阵#

'

为菱形翼布局无人机广义

力和力矩矩阵#

/

60 为系统的广义坐标#系统的拉格

朗日函数具体如下所示'

0

\

(

]

1

\

)

!

)

7

*)

h

+

2

+

<

2

7

S

&

60

!

!S

"

对式 !

!!

"进行化简求解%式 !

!!

"中 的项

O

O"

)

0

)

#

/

! "

60

可化简为'

O

O"

)

0

)

#

/

! "

60

(

#)

7

*$

h

)

7

*

#

$

!

!=

"

式中'

$

(

&

"

" $

'

(

)

*

60

!

!#

"

式!

!!

"中的项 )

0

)

/

! "

60

可采用链式求导法则*

)#

+

化简为'

)

0

)

/

* +

60

(

)

0

)

&

60

!

)

0

)

!

* +

60

(

)

0

)

&

60

!

* +

"

1

)

0

)

)

60

!

)

0

)#

* +

60

" "

"

)#

60

)

!

'

(

)

*

60

1

"

!

2

)

0

2

)

!

'

(

)

*

60

(

2

+

<

2

7

S

!

* +"

1

)

7

*

" "

"

)#

60

)

!

'

(

)

*

60

1

"

!

2

)

0

2

)

!

'

(

)

*

60

!

!@

"

式中'

)

0

)

/

60

为
)

B

>

阶矩阵#

)

0

)

&

60

为
)

B

S

阶矩阵#

)

0

)

!

60

为
)

B

=

阶矩阵&式!

!@

"左右两端可以成立的理论依

据为数量函数对于矩阵的导数等于数量函数关于每

个矩阵元素的导数所组成的矩阵&其中'

2

)

0

2

)

!

60

(

"

!

!>

"

将式!

!S

"%!

!=

"和!

!@

"代入式!

!!

"%可以得到化

简后的拉格朗日方程为'

$

7

*

#

)

1

#

$

7

2

" "

"

)#

60

)

!

* +

60

'

(

)

*

'

(

)

*

7 *)

1

+

<

3

S

'

(

)

*

"

(%

$

(h'

!

!?

"

对拉格朗日方程中的拉格朗日乘子矩阵的处理

方法进行介绍&首先应当通过矩阵直积的方式得到

矩阵
*

%使其满足如下条件'

%((

M

.

4

7

%

7

\

"

!

!*

"

又由于与之间存在有如下关系'

$

60

$

60

(%

!

S"

"

因此得到矩阵
*

的具体形式如下'

*(

%

"

"

$

'

(

)

*

60

!

S)

"

式中'

$

60 为角速度
#

60 与四元数
!

60 随时间的变化率

之间的映射矩阵%其具体形式如下'

$

60

(

)

!

"

60

&1!

60

-

2!

60

'

(

)

*

7

!

S!

"

在式!

!?

"两端同时左乘矩阵
*

7

&对
$

7

*#)

左乘

*

7 后%由于存在'

*

7

$

7

(&

!

SS

"

因此其可化简为'

*

7

$

$

*#)

(

*#)

!

S=

"

对于等号左边的第
!

项左乘
*

7 后可将其化简

如下'

*

7

#

$

7

2

"

!!

"

"

!

)#

60

)

!

* +

60

'

(

)

*

'

(

)

*

7

(

" "

"

#
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'

(

)

*

-

!

S#

"

式中'

#

60

-

与式!

>

"中矩阵
!

0,

-

的形式一致&

对于等号左边第
S

项左乘
*

7 后不发生变化&

对于等号右边第
)

项左乘
*

7 后可化简为'

*

7

%

7

((

"

!

S@

"

对于等号右边第
!

项左乘
*

7 后为'

*

7

'

(

!!!!

-
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.

0

1

-
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.

4

1

-

65

.

5

+
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7

$
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7

!

*
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"
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-
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.
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.

'

(
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又由于四元数存在有固有性质*

)@

+

'

$

60

)

-

60

&* +

04

7

)

!

60

(

&

04

-

-

06

!

S?

"

式中'

&

04

-

与式!

>

"中矩阵
!

0,

-

的形式一致&

因此将式!

S?

"代入式!

S>

"后可化简得到'

'

i

(*

7

'(

-

60

.

0

1

-

64

.

4

1

-

65

.

5

*

NGA

1

&
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W

-

06

-

64

.

4

1

&

04

W

-

06

-

65

.

'

(

)

*

5

!

S*

"

将式!

S=

")!

S#

")!

S@

")!

S*

"代入式!

!?

"最终可

得菱形翼布局无人机的动力学模型为'

#

/

60

(

$'

60

#

)

60

(

*

2

)

'

i

2)

*$

#

/

60

1

* +

$

%

&

5

!

="

"

式中'

) (

" "

"

#

60

'

(

)

*

W

%

5

(

+

<

%

S

'

(

)

*

"

!

=)

"

$

(

%

"

" $

'

(

)

*

60

!

=!

"

=

!

cBIE

方程与
/9/L6

软件的应用

采用
cBIE

方程和
/9/L6

软件对该菱形翼布

局无人机进行动力学建模与仿真%并将仿真结果与

拉格朗日方程仿真结果进行对比&

>'?

!

cBIE

方程的应用

选取菱形翼布局无人机的机体质心作为参考

点%基于
cBIE

方程建立其动力学模型如下所示'

6

/

(

0
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)

:
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* +

#

%

*

2

*

7

:

+

#)

:

+
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:

)

#
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%

*

2

*

,

:

+

#

#

:

* +

+

!

!

:

(

0

%

4

%

5
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=S

"

6

(

0

:

)

)

:

)

#

* +

%

*

.

:

+

h

%#

:

)

#
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%

*

*

:

* +

+

!

!

:

(

0

%

4

%

5

" !

==

"

6

/

1

6

(

8

!

=#

"

式中'

:

取
0

%

4

%

5

时分别代表无人机机体)左螺旋桨

以及右螺旋桨#

)

)

:

)

#

%

为偏线速度矩阵#

)#

:

)

#

%

为偏角速

度矩阵#

7

为无人机的广义坐标#上文式!

=S

"代表的

是无人机的广义惯性力和力矩矩阵#式!

==

"代表的

是无人机的广义主动力和广义主动力矩矩阵#式

!

=#

"为基于
cBIE

方程建立的无人机六自由度动力

学模型&

需要注意的是凯恩方程在建立无人机六自由度

模型时%其所采用的广义主动力和广义主动力矩与

上文基于拉格朗日方程建模时所采用的广义力和力

矩是一致的&凯恩方程与拉格朗日方程建模的不同

之处在于%其主要是通过偏线速度矩阵和偏角速度

矩阵将各个刚体的力和力矩引入参考点进行动力学

建模&

>'@

!

/9/L6

软件的应用

/9/L6

!

/G;%AB;C:9

F

IBAC:/IB&

F

NCN%QLE<

:DBIC:B&6

F

N;EAN

"是机械动力学的分析软件*

)><)?

+

%

本文在
/9/L6

.

$CEZ

中建立该菱形翼布局无人机

的动力学模型%建立地面固定坐标系
LBRdER

3

E

%以

无人机质心为原点建立随无人机一起运动的坐标系

LBRdER

3

Y

%以左右螺旋桨质心为原点分别建立坐标

系
LBRdER

3

:

%

LBRdER

3

O

&需要注意的是
/9/L6

中的坐标系其
*

轴是向上的%

C

轴是向后的%

D

轴

垂直于
CE*

平面%在
/9/L6

.

$CEZ

中设定如下测

量函数'
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%
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%
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E

'

(
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"
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H

'

(
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(
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!

LBRdER

3

Y

%
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3

E

"

$8

!

LBRdER

3

Y

%
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3

E

"

$K

!

LBRdER

3

Y

%

LBRdER

3

E

'

(

)

*

"

!

=>

"

!

0

#

0

,

'

(

)

*

0

(
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!

LBRdER

3

Y

%
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3

E

"

[273H

!
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3

Y

%
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3

E
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!
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3
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%
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3

E

'

(

)

*

"

!
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"

'
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(

`V

!
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3

Y

%

LBRdER

3

E
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=*

"

'

5

(

`V

!

LBRdER

3

Y

%

LBRdER

3

E

" !

#"

"

式中'

'

4

%

'

5

分别表示左右螺旋桨的转速#!

-

0

%

.0

%

H

0

"描述无人机机体质心相对于参考坐标系原点的

位置#!

F

0

%

G

0

%

H

0

"描述无人机质心相对于参考坐标

系原点的线速度#!

!

%

#

%

,

"描述无人机机体坐标系相

对于参考坐标系的姿态&具体
/9/L6

软件建模

结果见图
S

)图
=

&

图
S

!

菱形翼布局无人机
/9/L6

建模全局展示
!

/9/L6

软件建模与图
!

建模相比%主要有以

!)
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下两点不同'

&

两者所建立的参考坐标系不同#

'

/9/L6

主要是通过转动副来模拟螺旋桨相对于

无人机机体的转速进而求得螺旋桨的力和力矩&

/9/L6

软件可以通过其内部求解器%在无人机施

加力和力矩的情况下%得出无人机的动力学特征&

图
=

!

菱形翼布局无人机
/9/L6

建模局部展示
!

#

!

算例验证与分析

B'?

!

模型验证

首先为验证所提拉格朗日方程动力学建模方法

的准确性%采用该方法建立文献*

)*

+中的无人机伞

降回收六自由度动力学模型%并与实验数据进行对

比%具体结果如图
#

$

@

所示&

图
#

!

无人机伞降回收下降速度曲线
!

图
@

!

无人机伞降回收飞行高度曲线
!

通过图
#

$

@

拉格朗日方程仿真结果与文献

*

)*

+中实验数据的对比%验证该拉格朗日方程建模

方法的合理性&

B'@

!

菱形翼布局无人机仿真对比

为对拉格朗日方程)

cBIE

方程和
/9/L6

软

件建模的优缺点进行总结%对拉格朗日方程)

cBIE

方程以及
/9/L6

软件的仿真结果进行对比分析&

关于仿真结果的展示在此做以下说明'

&

/9/L6

软件建模坐标系与拉格朗日方程建模坐标系有所不

同%将其仿真结果通过坐标转换矩阵转换至拉格朗

日方程建模坐标系下进行对比#

'

将
/9/L6

软件

仿真数据导入
L/70/M

软件中进行处理#

(

统一

采用龙格库塔方法进行数值仿真%仿真采用固定步

长#

)

以上几种建模方法所采用的菱形翼布局无人

机的广义力和力矩模型均是一致的&

拉格朗日方程仿真初始条件为'
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凯恩方程以及
/9/L6

软件仿真初始条件

均为'
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7

左右螺旋桨转速均为
!"""R

.

ACI

%并且在仿真

过程中保持不变&由于无人机的侧滑角以及其余姿

态角在仿真过程中均为
"

%因此在仿真结果中并未

展示%仿真结果见图
>

$

)"

&

图
>

!

菱形翼翼布局无人机迎角曲线
!

图
?

!

菱形翼布局无人机前飞速度曲线
!
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图
*

!

菱形翼布局无人机上升速度曲线
!

图
)"

!

菱形翼布局无人机俯仰角曲线
!

!!

通过图
>

$

)"

仿真结果的对比分析%可以

得出'首先拉格朗日方程)

cBIE

方程以及
/9/L6

软件的仿真结果基本一致%证明本文所提方法能够

适用于无人机的动力学建模问题%同时也通过
/9<

/L6

软件的仿真结果验证基于拉格朗日方程和

cBIE

方程进行无人机动力学建模的合理性&其次

通过拉格朗日方程)

cBIE

方程以及
/9/L6

软件

仿真结果的一致性%验证这
S

种方法在本文模型下

建模的实质是一样的%将仿真结果与前文公式推导

结果进行呼应%由于拉格朗日方程建模结果化简后

与凯恩方程建模结果化简后相比%仅多增加四元数

随时间变化率与系统角加速度之间的映射矩阵%因

此这两种方程建模结果的实质是一样的%这与仿真

结果一致&

@

!

结论

通过菱形翼布局无人机的建模与仿真%可以得

到如下结论'

)

"提出一种基于拉格朗日方程建立无人机动力

学模型的方法%并采用该方法建立菱形翼布局无人

机的动力学模型%通过该方法)

cBIE

方程以及
/9<

/L6

软件仿真结果的一致性%可以验证%该方法能

够适用于无人机的动力学建模问题%且其仿真结果

较为合理&

!

"所提方法主要是采用四元数参数化无人机的

姿态%采用虚功形式建立无人机的广义力和力矩模

型%通过无人机的动能与势能建立无人机的拉格朗

日函数%最终通过矩阵运算消掉拉格朗日方程中的

拉格朗日乘子建立无人机的动力学模型&与现有建

模方法相比%其优势在于建模思路清晰)可移植性和

适合范围更强%即针对不同的研究对象%只需要改变

其广义力和力矩模型即可%整体建模思路不用发生

改变%因此其更适用于无人机的动力学建模问题&

S

"通过动力学建模的分析%针对现有拉格朗日

方程)

cBIE

方程以及
/9/L6

软件建模而言%拉格

朗日方程主要优势在于基于能量交换的方式进行动

力学建模%建模精度较高%因此更适合用于无人机系

统的精确动力学建模问题#

cBIE

方程主要优势在于

可避免求取系统的内部约束力和力矩%直接通过偏

速度矩阵进行动力学建模%因此其更适合于无人机

伞降等具有约束的系统动力学建模问题#

/9/L6

软件建模过程较为简单%因此其主要可用于无人机

动力学模型的初步验证&
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