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能量检测中的BPSK信号最优检测门限
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摘要 在认知无线电中,授权用户对主用户进行频谱感知时,会存在使得虚警与漏检概率之和

最小的最优检测门限。以研究高斯白噪声环境下BPSK信号的有效检测问题为目的。通过对

能量检测统计量的数学分布进行理论推导,将最优检测门限问题转化为和值最小的求解问题,
给出了由采样点数、噪声方差、信噪比所决定的最优检测门限计算公式,并给出证明。在不同信

噪比下对和值曲线变化规律的仿真说明了最优检测门限的存在性。通过对文中门限和恒虚警

概率门限下的检测概率性能分析、文中门限和恒检测概率门限下的虚警概率性能分析、以及不

同指标变化时其他2种门限向文中门限收敛的性能分析,说明了最优检测门限下的检测性能较

优。此外,蒙特卡洛实验验证了理论分析的正确性。
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Abstract:EffectivedetectionproblemforBPSK (binaryphaseshiftkeying)signalsunderconditionof
Gaussianwhitenoiseenvironmentsisstudied.Incognitiveradio,whensecondusersensesspectrumfrom
firstuser,thismakesthebestdetectionthresholdwiththeminimumofsumoffalsealarmandmissedde-
tectionrateinexistence.Bytheoreticalderivationfordistributioncharacterofenergydetectionstatic,the
bestdetectionthresholdproblemisconvertedtosolutionoftheminimumofthesum,computationexpres-
sionisdeterminedbysamplinglength,noisevarianceandsignaltonoiseratio(SNR)aregiven.Thesimu-
lationofsumvaluecurvevarietyindifferentSNRshowsthatthebestdetectionthresholdisinexistence.
Theperformanceofthebestthresholdisevenbetterthanbeforebyanalysisfordetectionratioperformance
betweenthethresholdandtheoneinconstantfalsealarmratio(CFAR),falsealarmratioperformancebe-
tweenthethresholdandtheoneinconstantdetectionratio(CDR),othertwothresholds'convergenceto



thethresholdperformance.Besides,MonteCarloexperimentshowsthatthemathematicanalysisiscor-
rect.
Keywords:Gaussianwhitenoise;BPSKsignal;energydetection;bestdetectionthreshold;MonteCarlo

  在认知无线电的频谱感知方法中,能量检测的

实现方法简便、易操作,从而得到了广泛研究和应

用[12]。在该方法基础上,出现了基于噪声墙理论的

双门限频谱感知、基于能量检测的协作频谱感知、以
及各种能量检测方法的变形和扩展,如序贯能量检

测方法等。可以说,实际中最有效的认知无线电频

谱感知方式就是能量检测方法[35]。但是,能量检测

法由于要预先设定检测门限作为判决主用户是否存

在的依据,所以检测性能会受到检测门限设置大小

的影响,恒虚警概率(ConstantFalseAlarmRate,

CFAR)准则下的检测门限,将虚警概率控制在一固

定值,但它会影响检测概率的提高;恒检测概率

(ConstantDetectionRate,CDR)准则下的检测门

限,保证了检测概率,降低了虚警概率,但是它会出

现把噪声当作信号的误检情况。基于此,必然存在

一个适中门限,使得检测概率和虚警概率性能都较

优,这就是本文要讨论的最优门限问题。
由于BPSK信号是最常见的一种通信信号,很

多主用户信号都会采用该信号类型,并且现实环境

大多为高斯白噪声,故讨论高斯白噪声下的BPSK
信号检测问题具有很强的应用价值[6]。为此,需要

解决的一个关键问题是:BPSK信号加高斯白噪声

信号后的混合信号的数学分布特性,即指与混合信

号相关的统计量的均值和方差。纵观目前文献研究

的成果,不乏有以结论形式给出的检测统计量的数

学分布特性[78],但是存在问题是出现了多种表现形

式。究其原因是,主用户信号类型不同时,与混合信

号相关的检测统计量数学分布才会出现变化,但是

现有文献中并没有指出这一点,以至于无法决定何

种信号类型时应采用各种数学分布。该问题会直接

影响最优检测门限的结果。
本文将从理论分析方面给出BPSK信号混合高

斯白噪声情形下的检测统计量的数学分布,并以此

理论推导最优检测门限的形成过程,进而用仿真实

验的方式来验证理论分析的结果。

1 能量检测的基本原理

在能量检测方法中,常对接收信号序列所做的

检测统计量Y 为:

Y=
1
M∑

M

n=1
y2(n) (1)

式中:yn( ) 为接收信号序列的第n 个采样信号,M
为采样点数。则能量检测的原理为:将能量检测统

计量Y 与特定的门限做比较,若大于该设定值则认

为主用户信号存在,反之认为主用户不存在。实质

上,能量检测的问题即可归结为如下的二元假设问

题,因为认知用户接收到的信号只可能存在2种情

况[910]:第1种是只有噪声信号,记为 H0,表明信道

处于空闲状态,认知用户可以使用;第2种是主用户

信号加上噪声信号,记为 H1,表明信道处于占用状

态,认知用户不可以使用。这样,认知用户接收到信

号的二元假设检测模型表示为:

H0:yn( ) =w n( )

H1:yn( ) =xn( ) +w n( ){ (2)

式中:w(n)为噪声信号;x(n)为主用户信号。
能量检测下的频谱感知问题就是通过能量检测

统计量与预先设置的门限进行比较,从而判断二元

假设中 H0 为真还是 H1 为真的问题。

2 BPSK信号的数学分布

2.1 检测性能的数学描述

在能量检测方法中,衡量检测性能重要的指标

主要有检测概率、虚警概率、漏检概率、所需的最小

检测时间(或样本数)等,其中漏检概率是与检测概

率相互对应的,这里首先考虑影响检测概率和虚警

概率的因素问题。
在构造了检测统计量之后(如式(1)),虚警概率

Pf就是:

Pf=P(Y >λ|H0)=∫
¥

λ
p(x)dx (3) 

式中:λ为预先设定的检测门限;p(x)为检测统计

量Y 的概率密度函数。而检测概率Pd 为:

Pd=P(Y >λ|H1)=∫
¥

λ
p(x)dx (4)

所以,虚警概率和检测概率与检测统计量的概

率分布密切相关。根据中心极限定理,当 M 较大

时,在 H0 成立时,有Y ~N(μ0,σ20),在 H1 成立

时,有Y ~N(μ1,σ21)。这样可得虚警概率和检测

概率的基本公式为:

Pf =∫
¥

λ
p(x)dx =∫

¥

λ

1
2πσ0

e-
(x-μ0)2
2σ20 dx =∫

¥

λ-μ0
σ0

1
2π

e-
u2
2du (5)
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因为Q(x)=∫
¥

x

1
2π

e-
u2
2du,所以上式即:

Pf=Q(
λ-μ0

σ0
) (6)

类似地,可得检测概率的基本公式为:

Pd=Q(
λ-μ1

σ1
) (7)

此时理想情况下的2种概率问题,实质上是要

获知检测统计量的均值和方差的问题,该问题在有

的文献中直接以结论的形式给出其数学分布,但在

不 同 文 献 中 所 给 的 均 值 和 方 差 表 达 式 有 所 差

异[1118],且没有描述清楚其所对应的信号和噪声形

式。实际上,在均值和方差不同时,与频谱感知对应

的几个参量也会出现差别,如检测门限和最小感知

时间等[11]。本节将以BPSK信号为主用户信号,噪
声为高斯白噪声,从理论推导给出2种假设检验的

数学分布,从而为该问题提供严谨的数学支撑。
这里假设信号和噪声是相互独立的,高斯白噪

声w(n)均值为0,方差为σ2w ,由于BPSK信号所

描述的2个码元符号大小相等、相位相反,所以在大

数定律下,当码元长度较长时可认为BPSK 信号

x(n)的均值为0,方差为σ2x 。这些假设条件用数

学语言描述为:Ew=0,Dw=σ2w,Ex=0,Dx=σ2x ,
其中E 表示的数学运算为数学期望,D 表示的数学

运算为方差。下面计算2种假设检验下检测统计量

的均值和方差。

2.2 二元假设下统计量的数学分布

首先对 H0 情况下的均值和方差进行分析,设
该情形下Y 的均值为μ0,方差为σ20,则(公式推导时

不再写出信号序列的索引号):

μ0=EY=Ew2-E2w=σ2w (8)

σ20=DY=
1
MD[w2]=

1
M
(E[w4]-E2[w2])=

1
M
(E[w4]-σ4w)=

1
M
(3σ4w -σ4w)=

2σ4w
M

(9)

此处,需要通过微积分的原理求出 E[w4]=
1
2πσw
∫

¥

-¥
w4e-

w2
2σ2wdw=3σ4w 具体的数学求解过程不

再给出。
接下来,对 H1 情形下的统计量均值μ1 和方差

σ21 进行求解。

μ1=EY =E [x+w]2-E2[x+w]=σ2x +σ2w (10)
在均值求解时,利用了相互独立性和假设条件。

σ21=
1
MD[(x+w)2]=

1
M
(E[(x+w)4]-E2[(x+

w)2])=
1
M
(E[(x+w)4]-(σ2x +σ2w)2) (11)

上式中,对于E[(x+w)4 的分析如下,因为:

E[(x+w)4=E[x4]+E[4x3w]+E[6x2w2]+
E[4xw3]+E[w4]=E[x4]+E[6x2w2]+E[w4]

=σ4x +6σ2xσ2w +3σ4w (12)
该式中 第2个 等 号 后 面 的 式 子 中,第2项

E[4x3w]和第5项E[4xw3]可以根据独立性和奇

函数在对称区间上的积分为0得以化简。现说明

E[x4]=σ4x ,由于BPSK信号只有2种符号 (记为

x1 和x2),则以分布律的形式给出BPSK2种符号

的分布规律,见表1。
表1 BPSK2种符号的分布规律

Tab.1 distributionregularityoftwoBPSKsymbol

X x1 x2

P p 1-p

  可求得E[x2]=x2
1p+x2

2(1-p),E[x4]=
x4
1p+x4

2(1-p),在BPSK信号中,由不同符号的

幅度相等知,x2
1=x2

2,x4
1=x4

2,所以E[x2]=x2
1,

E[x4]=x4
1,根据上节的假设条件知,E[x2]=σ2x ,

因而E[x4]=σ4x 。这样,式(11)可化为:

σ21=
1
M
(4σ2xσ2w +2σ4w) (13)

若令信噪比为r=σ2x/σ2w ,则可得二元假设下检

测统计量Y 的数学分布为:

 Y ~
N(σ2w,2σ4w/M),     H0

N((1+r)σ2w,(1+2r)σ4w/M),H1
{ (14)

3 最优检测门限的理论分析

能量检测法中一般门限值的设定都是根据经验

值或者具有随意性,或者单纯以CFAR、CDR等准

则设定门限,这无疑对检测性性能带来影响。在讨

论认知系统的检测性能时,漏检和虚警概率需同时

考虑且应尽可能的小,本节将在该前提下研究满足

条件的检测门限的求解问题,本文将这种门限称为

最优检测门限。
记漏检概率为Pm,则有Pm=1-Pd,这 样考虑

如下问题实现(漏检、虚警概率之和)时的最优检测

门限:

λ* =argmin(Pf+Pm) (15)
通过偏微分求零点的方式确定如下问题的解,

即在

∂Pf

∂λ -
∂Pd

∂λ =0 (16)

中求得的λ值为最优。结合式(6)和(7),可将上式

转化为:
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-
1
2πσ0

e-
(λ-μ0)2
2σ20 =-

1
2πσ1

e-
(λ-μ1)2
2σ21 (17)

对上述问题求解,则可得λ的最终值,该λ值就

是最优检测门限。由上节知,最优检测门限的确定

是与检测统计量相关的,所以对BPSK信号最优检

测门限的问题,本文给出如下定理:
定理:对于BPSK信号而言,当噪声为高斯白噪

声时,若检测统计量见式(1),则在使得漏检和虚警

概率之和最小的认知无线电检测系统中,最优检测

门限必然存在,而且其公式计算为:

  λ* =
σ2w
2 1+ (1+2r)+ 4M

1+2r
r ln(1+2r)

æ

è
ç

ö

ø
÷ (18)

证明如下:

1)必要性。
对式(17)两边同取自然对数,并进行整理,有:
(σ21-σ20)λ2+(2μ1σ20-2μ0σ21)λ+

(μ2
0σ21-μ2

1σ20+2σ20σ21ln
σ0
σ1
)=0 (19)

将上式看作一元二次方程,分别令其二次项、一
次项和常数项系数为 A、B、C,同时结合式(14),则
可求得B2=16σ12wr2/M2,A=4σ4wr/M ,C=2σ8w(-
r2)/M -4(1+2r)ln(1+2r)/M2,这样有:

B2-4AC=
16σ12wr2

M2 +
32σ12wr3

M2 +

64σ12wr(1+2r)ln(1+2r)
M3 >0 (20)

又可判定-B/A >0,C/A <0,这就说明式

(19)有正负2个异号根,且正根的绝对值大,正根就

是最优检测门限,必要性得以证明。

2)证明充分性:
由求根公式且取正值,有:

λ* = -B+ B2-4AC
2A =

σ2w
2 1+ (1+2r)+

4
M
1+2r

r ln(1+2r)
æ

è
ç

ö

ø
÷ (21)

这就是式(18)的由来,充分性得以证明。至此,
定理证明完毕。

根据式(21)可知,最优检测门限与噪声方差、采
样点数和信噪比有关,这样就可在一定条件下确定

出能量检测中的最优检测门限,使得漏检与虚警概

率之和最小,也就保证了可以提高检测概率。
需要说明的是,本文在讨论最优门限时采用了

漏检和虚警概率之和的原则进行的,其实质上是保

证提高检测概率(相应的漏检概率就会小),同时又

使得虚警概率不会过大,因为虚警概率和检测概率

本身就是一对矛盾。实际中,也可以按照漏检概率

和虚警概率加权求和的方式进行,这在相关文献中

已有表述,具体情况根据实际对两者的侧重情况进

行抉择。

4 仿真实验

4.1 最优检测门限的存在实验

设定采样点数M=500,高斯白噪声方差σ2w =1。
以漏检与虚警概率之和作为衡量准则,得到不同信噪

比情况下检测门限伴随和值的变化曲线,见图1。

图1 检测门限伴随和值的变化曲线

Fig.1 Detectionthresholdvssumvalue

  由该组信噪比下的变化曲线知,无论信噪比为

何值时,总存在一个λ 值使得漏检与虚警概率之和

最小,此λ值就是最优检测门限,由此可知最优检测

门限是存在的。

4.2 最优检测门限下的检测性能

4.2.1 检测概率和虚警概率的对比分析

实验中,保持M 和σ2w 的值不变,假定虚警概率

Pf =0.01,则 可以仿真得到检测门限分别取CFAR
准则下的门限和本文最优检测门限下的检测概率随

信噪比(SNR)曲线见图2(a)。类似地,可以得到检

测概率Pd =0.99时,取CDR准则下的门限和本文

门限下的虚警概率随信噪比(SNR)曲线见图2(b)。

  由仿真图像可知,最优检测门限时的检测概率

曲线或虚警概率曲线均优于CFAR或CDR准则下

对应门限的性能,从而说明了采用最优检测门限可

以提高认知无线电系统中频谱感知的检测性能。

4.2.2 3种门限的变化规律

仍然使用本小节第1个实验里的参数设置,可
以将不同信噪比时3种门限的变化情况做一对比,
见图3(a),图中的标识BT 表示最优检测门限的变

化曲线。同样,可以实验得到在信噪比SNR=-5
dB(SNR与r的关系为:SNR=10lgr)时,采样点数

M 变化时3种门限的变化曲线见图3(b)。
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  图3说明,在CFAR准则下的门限和CDR准

则的门限下,存在一个最优检测门限介于二者之间,
该最优门限下的性能在本小节第1个实验已经得以

体现。

图2 不同检测门限下的检测性能曲线

Fig.2 Detectionperformancecurveindifferent
detectionthresholds

图3 不同指标变化时的3种门限

Fig.3 Threethresholdsindifferentindexs

4.2.3 蒙特卡洛实验与理想实验一致性的验证

实验中,M =500,σ2w =1,Pf=0.02,设定蒙特

卡洛实验的次数为500,取CFAR下的门限和最优

门限,按照式(7)的原理,可得检测概率曲线,见图4
中光滑曲线部分,此即可看作理想情况下的检测性

能,其曲线变化规律和图2(a)是类似的。以式(1)

为检测统计量,将其数值与不同门限作对比,大于相

应的门限认为主用户信号被检测到,蒙特卡洛次数

下的检测频次与总次数之比,记为某信噪比下的检

测概率,由此得到2种门限下的蒙特卡洛检测概率

曲线见图4中的起伏曲线。

图4 蒙特卡洛实验下不同门限的检测性能

Fig.4 DetectionperformanceofMonteCarlo
experimentindifferentthresholds

  蒙特卡洛实验是以统计的方式来说明检测性能

的,其在2种门限下的检测概率曲线变化规律,与理

想情况下的2种曲线变化规律相一致,从而验证了理

论分析和理想仿真中最优门限具有较优检测性能这

一结论的正确性。另外,在该仿真曲线中,在信噪比

较高时,理想曲线和蒙特卡洛曲线个别地方出现不一

致的情况,是由于检测概率的最大值在实际中较难达

到(只有理想情况下可以按照变化规律达到),蒙特卡

洛实验正是对实际情况的一种较好说明。

5 结语

高斯白噪声下的BPSK信号作为一种很普遍的

主用户信号存在环境,研究该混合信号对应的检测

统计量具有的最优检测门限问题,能对现实认知无

线电环境中提高频谱感知性能提供理论层次的支撑

依据,问题研究具有一定的应用价值,重要的是对现

有文献成果中的一些结论指代不明问题进行了数学

意义上的再阐释和说明。文中对最优检测门限问题

的研究思路,可以在主用户信号类型发生变化的场

景中加以迁移和借鉴运用,这也是后续研究所要开

展的一项工作。
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