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基于相对优势的多属性风险决策方法
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(空军工程大学防空反导学院,西安,710051)

摘要 针对一类多属性风险决策问题,提出一种基于相对优势的方案排序方法。方案之间的优

劣关系是方案前景取值和风险2个因素共同作用的结果,因此引入信息熵和标准差作为前景的

风险度量,并基于方案之间关于前景期望和风险度量的差异提出相对优势的概念来描述方案之

间的优劣程度,根据综合相对优势矩阵可得到决策方案最终的权重向量。算例证明了所提方法

的有效性。
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Abstract:Arelativesuperioritybasedalternativesrankingmethodisproposedtosolvethetypeofmultiat-
tributeriskdecisionmakingproblem.Thecomparisonbetweentwoalternativesderivesfromthejointly
functionofprospects'gains/lossesandrisk,sotheinformationentropyandstandarddeviationareintro-
ducedandtakenastheriskmeasurementsfortheprospect,thentheconceptofrelativesuperioritybased
onthedifferenceofexpectedutilityandriskmeasurementsbetweenthetwoalternativesisproposedtode-
picttherelativesuperioritydegree.Andtheweightvectorandpreferencerankofallthealternativescan
surfacefromthematrixofcomprehensivelyrelativesuperiority.Thecasesshowthattheproposedmethod
iseffective.
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  风险决策是决策理论中最为重要的一类问题,
经典期望效用理论及非期望效用理论等都属于这一

理论范畴,有大量的学者对该领域问题进行了深入

的研究[13]。在风险决策理论和方法中[46],不同决

策准则实际上反映了决策者面对问题时的态度和视

角,例如Bayes准则反映了决策者追求方案前景的

期望效用(价值)最大化,而EV准则反映了决策者

对前景的取值和风险2个因素的综合考虑,并将前

景取值的标准差作为风险度量。对本文所提出的风

险型决策问题,风险由前景效用(价值)及其概率分

布共同组成,概率分布的不确定程度越小,可认为决

策的风险越小,这里用信息熵和标准差共同度量决



策方案的风险。基于方案前景效用和风险度量概

念,本文引入相对优势刻画方案之间的优劣程度,并
根据相对优势矩阵及其良好性质计算决策方案的权

重向量,得到一种新的多属性风险决策方法。

1 问题描述

用S 表示自然状态的有限集合,S 的子集称为

事件;A 为行动集(方案集);X 为结果集,也称为事

件的输出。不确定前景fi 为特定行动Ai 下从状态

集到结果集的函数,即为每个状态θk ∈S 赋值

fi(θk)=xik,那么前景fi 可表示为有序对(xik,
Gik),说明在行动Ai 下,若Gik(Gik 为状态集S的划

分)发生,则会产生结果xij。考虑到实际中方案的

执行是一个复杂的过程,因此不同方案在执行时可

能对应着不同的状态划分。在效用公理体系[7]中,
个体对前景之间的偏好关系用 ≻,~{ } 进行描述,

≻表示优先关系,~ 表示相似关系。通过建立实值

函数V:F→ℝ,任意前景fi 都有其价值V(fi),当
且仅当V(fi)>V(fj)时,有前景fi ≻fj。若前

景fi =(xik,Gik)由概率进行刻画(即p(Gik)=
pik),那么其为一个概率或风险前景fi =(xik,
Gik)。

考虑一类包含风险前景的多属性决策问题。其

备选的可能行动方案构成方案集记为A={ai,i=
1,2,…,m},ai 表示第i个备选方案;C={cj,j=
1,2,…,n}表示决策问题的属性(准则)集合,cj 表

示第j个属性,各属性间相互独立,且其权重向量为

ω={ω1,ω2,… ,ωn},满足∑
n

j=1
ωj=1,ωj⩾0。方

案ai 与属性cj 对应的可能结果用前景f0
ij 表示,那

么 行 动 方 案 ai 的 前 景 可 表 示 为 f0
i =

f0
i1,f0

i2,…,f0
in( ) , 其 中 f0

ij =
x01

ij,p1
ij;…;x0hij

ij ,phij
ij( ) ,表示方案ai 执行后在属

性cj 上可能造成hij 种结果,x0k
ij 1£k £hij( ) 表示行

动方 案 ai 在 属 性cj 下 的 原 始 收 益/损 失 值,

pk
ij 1£k £hij( ) 为相应的概率,且∑

hij

k=1
pk

ij =1。将方

案 集 A 对 应 前 景 的 全 体 集 合 记 为 Ψ =
f0
1,f0

2,…,f0
n{ } ,那么原始的决策前景矩阵F0可

表示为:

F0=

c1 c2 … cn
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︙
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属性集C 可能同时包含有效益型和成本型属

性,根据文献[8]中方法对方案集A 相应的收益/损

失值进行规范化得到矩阵F= fij( ) m×n ,其中fij=
x1

ij,p1
ij;…;xhij

ij ,phij
ij( ) 。

那么方案ai 在属性cj 下的可能取值可视为一

随机变量Xij,Xij 的可能取值为 x1
ij,…,xhij

ij{ } ,事

件 Xij =xk
ij{ } 的概率为pk

ij ,∑
hij

k=1
pk

ij =1。

2 基本概念

2.1 效用度量

期望效用能够反映决策方案可能取值的平均水

平,根据各方案在各属性下的期望效用可得期望效

用矩阵。
定义1 期望效用矩阵EU= EUij[ ] m×n ,其中

EUij =∑
hij

k=1
uxk

ij( ) •pk
ij ,uxk

ij( ) 为效用函数。

2.2 风险度量

人们在决策时不仅会关注期望效用,还会尽量

选择那些风险程度较低的方案进行实施,因此风险

度量是方案选择的主要因素之一。

2.2.1 信息熵。
信息熵 Hp fij( ) 用于反映方案前景的随机程

度和平均不确定度,简写为 Hp
ij ,信息熵的计算公

式为[910]:

  Hp fij( ) =-∑
hij

k=1
pk

ijlog2pk
ij (2)

那么可得到前景集 Ψ 的信息熵矩阵Enp =
Hp

ij[ ] m×n 。

2.2.2 标准差。
除概率风险外,前景fij 收益/损失值的离散程

度也能反映前景的风险程度。风险决策理论的E
V 准则兼顾损失期望和风险因素,并将标准差作为

风险因素的度量。标准差反映了随机变量取值的离

散程度,用标准差σ Xij( ) 刻画前景取值的风险。

σ Xij( ) = D Xij( ) = E(X2
ij)-[E(Xij)]2 (3)

将σ Xij( ) 简写为σij ,前景收益/损失的标准

差矩阵Δ= σij[ ] m×n 。

3 基于相对优势的多属性风险决策

方法

3.1 相对优势

定义2 相对优势RSj
r→s 表示关于属性cj 方案
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ar 相对于as 在收益均值和风险上的的综合优势。
用ΔEj

r→s =EUrj -EUsj 表示两方案关于属性cj 前

景的期望差,用ΔHpj
r→s=Hp

rj-Hp
sj 表示两方案关于

属性cj 前景的信息熵差,用Δσj
r→s=σrj-σsj 表示两

方案关于属性cj 前景收益(损失)值的偏离程度差,
那么关于属性cj 方案ar 相对于as 的优势RSj

r→s 可

表示为:

  RSj
r→s=α-ΔEjr→s•βΔHpjr→s•γΔσjr→s (4)

式中:α+β+γ=1,0≤α,β,γ≤1分别表示决策者

对前景取值期望、概率风险、取值风险的重视程度。
易知RSj

r→s>0,且RSj
r→s•RSj

s→r=1。
当ΔEj

r→s>0时,α-ΔEjr→s>1,称关于属性cj前

景frj期望效用占优 于fsj;当ΔHpj
r→s<0时,βΔHpjr→s

>1,称关于属性cj 前景frj 概率占优于fsj;当

Δσj
r→s<0时,γΔσjr→s>1,称关于属性cj前景frj离散

程度占优于fsj。
已知属性权重向量为ω ={ω1,ω2,… ,ωn},

∑
n

j=1
ωj=1。那么方案ar相对于as的综合相对优势

RSr→s表示为:

   RSr→s=∏
n

j=1
RSj

r→s( )ωj (5)

3.2 相对优势关系性质

由式(4)、(5)知,RSr→s为定义在Ψ 上的实值

函数,并与前景之间的偏好关系{≻ ,~}一致。当

RSr→s,称方案ar占优于as,记为ar≻as ;当RSr→s

=1,称方案ar与as无差异,记为ar~as;当RSr→s

<1,称方案ar占优于as,记为as≻ar 。建立在

RSi→i' 基础上的偏好关系具有如下性质:
性质1(连通性) 对于 ∀ar,as ∈A ,必有ar

≻as 或ar ~as。
性质2(传递性) 对于方案ar,as,at ∈A ,若

ar≻as ,as≻at ,那么有ar≻at 。
证明:根据相对优势的定义及式(4)、(5),有

RSj
r→t=α- EUrj-EUtj( ) •β Hprj-Hptj( ) •γ σrj-σtj( ) =

α- EUrj-EUsj+EUsj-EUtj( ) •β Hprj-Hpsj+Hpsj-Hptj( ) •
γ σrj-σsj+σsj-σtj( ) =
α-ΔEjr→s•βΔHpjr→s•γΔσjr→s( ) • α-ΔEjs→t•βΔHjs→t•γΔσjs→t( ) =

RSj
r→s•RSj

s→t (6)
那么,

RSr→t=∏
n

j=1
RSj

r→t( )ωj=

∏
n

j=1
RSj

r→s•RSj
s→t( )ωj=

∏
n

j=1
RSj

r→s( )ωj∏
n

j=1
RSj

s→t( )ωj=

RSr→s•RSs→t (7)
又由于ar≻as ,as≻at ,所 以 RSr→s>1,

RSs→t>1,则RSr→t=RSr→s•RSs→t>1,即ar≻
at 。(证毕)

性质3 对于方案ar,as,at∈A ,若ar ~as,

as ~at,那么有ar ~as。
证明:过程同性质2,此处略。

3.3 方案排序

根据式(6)、(7),依次计算方案a1 相对于其他

方案的综合相对优势 RS1→i,i=2,3,…,m{ } ,那
么,由式(7)可得到任意2个方案之间的综合相对优

势,并形成如下综合相对优势矩阵RS。

 RS=

a1

a2

︙

am

a1 a2 … am

1 RS1→2 … RS1→m

1
RS1→2

1 … RS2→m

︙ ︙ ︙

1
RS1→m

1
RS2→m

… 1
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(8)

依据矩阵RS 及方案间无差异性,将方案集A

进行约简得到 Ar1
︵,Ar2
︵,…,Ark

︵
{ } ,其 中,Ari

︵
=

Aj RSri→j=1,j=1,2,…,m{ } 。那 么 经 过 约 简

的RS︵ 为:

RS︵=

Ar1
︵

Ar2
︵

︙

Ark
︵

Ar1
︵

Ar2
︵ … Ark

︵

1 RSr1→r2 … RSr1→rk

1
RSr1→r2

1 … RSr2→rk

︙ ︙ ︙

1
RSr1→rk

1
RSr2→rk

… 1
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(9)

易知,RS 及RS︵ 俱为互反矩阵,且具有完全一

致性,称RS︵ 为判断矩阵,接下来根据方根法计算方

案权重。

判断矩阵RS︵ 每行所有元素的几何平均值为

w
-

i=
rk

∏
rk

j=1
RS︵ij ,i=1,2,…,rk (10)

式 中:RS︵ij 表 示 RS︵ 中 的 元 素,得 到 w
-

=

w
-

1,w
-

2,…,w
-

rk( ) 。

将w
-

归一化可得到 Ar1
︵,Ar2
︵,…,Ark

︵
{ } 中各

方案的权重w= w1,w2,…,wrk( ) 。

     wi=
w
-

i

∑
rk

i=1
w
-

i

(11)

综上,基于相对优势的风险型多属性决策方法
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步骤为:

Step1 确定原始的决策前景矩阵F0并进行规

范化得到F;

Step2 分别计算期望效用矩阵EU、前景集 Ψ
的信息熵矩阵Enp和标准差矩阵Δ;

Step3 根据式(4)~(6),计算方案a1 与其他

方案之间的相对优势,其余方案之间的相对优势可

依据式(7)进行求解,得到综合相对优势矩阵RS;

Step4 对RS 进行约简得到RS︵ ;

Step5 根据式(10)、(11)计算RS︵ 中各方案的

权重,从而得到全部方案的排序结果。

4 算例分析

以文献[5]算例中提供的关于金属矿产开发项

目数据为基础,用提出的基于相对优势和主观相对

优势的风险决策方法对问题进行求解。见表1,该
决策问题的决策准则集为{资源禀赋,技术风险,投
资环境,环境影响,财务风险,勘探风险},其权重向

量为(0.21,0.18,0.19,0.12,0.18,0.12);方案集为

{a1,a2,a3},各方案在各准则上的实施前景已知。

表1 金属矿产开发项目原始决策前景

Tab.1 Theoriginaldecisionmakingprospectsofthemetalmineraldevelopmentproject

资源禀赋 技术风险 投资环境 环境影响 财务风险 勘探风险

a1

(0.12,10%;

0.56,20%;

1.0,70%)

(0.0,20%;

0.52,42%;

0.83,38%)

(0.22,15%;

0.67,45%;

0.95,40%)

(0.25,25%;

0.64,35%;

1.0,40%)

(0.32,20%;

0.76,40%;

1.0,40%)

(0.0,40%;

0.45,35%;

0.78,25%)

a2

(0.0,20%;

0.63,45%;

0.91,35%)

(0.21,15%;

0.66,30%;

1.0,55% )

(0.0,24%;

0.56,56%;

0.86,20%)

(0.0,10%;

0.53,40%;

1.0,50% )

(0.0,10%;

0.61,54%;

0.92,36% )

(0.3,10%;

0.71,39%;

1.0,51% )

a3

(0.24,25%;

0.75,45%;

1.0,30%)

(0.12,15%;

0.55,45%;

0.93,40%)

(0.31,10%;

0.74,40%;

1.0,50% )

(0.0,30%;

0.46,45%;

0.85,25%)

(0.1,25%;

0.75,45%;

0.86,30% )

(0.18,20%;

0.67,55%;

0.92,25%)

     注:表1中数据已经过标准化处理。

  假 设 决 策 者 风 险 偏 好 中 立,即 效 用 函 数 为

u(x)=x ,利用前文总结的基于相对优势的多属性

风险决策方法步骤对上述问题进行求解,其具体过

程为:

Step1 根据原始数据获得决策前景矩阵F 并

进行规范化(已处理);
Step2 分别计算EU、Enp、Δ 得到:

EU =
0.82400.53380.71450.68650.76800.3525
0.60200.77950.48560.71200.66060.8169
0.69750.63750.82700.41950.62050.6345
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Enp =
1.15681.52051.45771.55891.52191.5589
1.51291.40601.42701.36101.34291.3574
1.53951.45771.36101.53951.53951.4388
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Δ =
0.29190.30070.24440.29610.24840.3142
0.32560.28230.29620.32470.26310.2197
0.28460.27900.21150.31600.30410.2498
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Step3 计算综合相对优势矩阵;
根据式(6)、(7),可计算得到该例中方案之间的

综合相对优势矩阵为:

RS=
1.00000.98141.0465
1.01891.00001.0663
0.95560.93781.0000

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

易知在3个方案中都没有无差异方案。可直接

进入Step4。

Step4 计算方案权重,进行优先排序;

根据式(10)、(11)计算得到方案的权重向量见

表2。上述的结果是在α=β=γ 时取得的,下面将

α、β、γ 取典型值时的决策结果一同列出以便于分析

比较。
表2 不同α、β、γ设置情形下方案的权重向量及排序结果

Tab.2 Thealternativesweightvectoranddecisionresults

underthddiffeventsettingsofparametersα、β、γ

a1 a2 a3 排序结果

α =β=γ 0.3362 0.3426 0.3214 A2≻A1≻A3
α=0.6,β=0.2,γ=0.2 0.3353 0.3471 0.3176 A2≻A1≻A3
α=0.2,β=0.6,γ=0.2 0.3370 0.3345 0.3284 A1≻A2≻A3
α=0.2,β=0.2,γ=0.6 0.3372 0.3498 0.3130 A2≻A1≻A3

  文献[5]中基于期望效用理论的计算结果为a1

≻a2≻a3,与本例中的α=β=γ,α=0.2、β=0.6、γ

=0.22种情况的结果一致。但当α、β、γ 发生变化

时,其决策结果明显发生改变,反映出决策者关注问

题视角的不同对决策结果的重要影响。
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5 结语

针对一类多属性风险决策问题,本文提出了一

种基于相对优势的决策方法。为兼顾方案前景取值

和风险2个因素,引入了信息熵和标准差作为前景

的风险度量,并基于方案之间关于前景期望和风险

度量的差异提出相对优势的概念来描述方案之间的

优劣程度,并综合了决策者对问题关注视角的不同。
利用综合相对优势矩阵及其良好性质得到了决策方

案最终的权重向量。算例证明了文中所提方法的有

效性。
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