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广义Aluthge变换的Drazin逆

刘 妮 ， 李柄杰， 郅艳鴨

(空军工程大学理学院，陕西西安，710051)

摘 要 设 H 为 无 限 维 Hilbert空间，T 为 H 中的有界线性算子，T A，T A1> >分 别 表 示 T 的广义 

Aluthge变换和广义 * -Aluthge变换，其 中 A G(0,l) o 主要利用分块算子矩阵的方法研究了 T A 和 

T A(")的 Drazin逆 及 Moore-Penrose逆，证明了对任意复数 " 有：① T A —  fx Drazin可逆当且仅当 

^J — y. Drazin 可逆；② T A —  " Moore-Penrose 可逆当且仅当 T A(十)— " Moore-Penrose 可逆。同 

时给出了这 2 个算子 Drazin逆及 Moore-Penrose逆的相互关系的刻画。 
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The Drazin Inverse of Generalized-Aluthge Transform

L I U  N i，LI Bing-jie,GU0 Yan-li 

(Science College，Air Force Engineering University，Xi,an 710051，China)

Abstract ： Let H  be an infinite Hilbert space and T  a bounded linear operator in H ，and T A and T A“）indi

cate respectively the generalized Aluthge transform and generalized * -Aluthge transform of T ，whereA e  

(0,1) . By utilizing the method of operational partitioning，the Drazin inverse and Moore —  Penrose inverse

of T^and T 入“）are studied. The result proves that for any complex number p ：① T A —  fx is Drazin invertible

if and only if ̂  ̂ 、一 yt remains;② T A —  /is Moore-Penrose invertible if and only if ̂  ̂ ) —  " remains. Sim

ultaneously， a drawing of the relationships between these two operators， i.e. Drazin inverse and Moore- 

Penrose inverse，is given.
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广义逆 理 论是在 分析 学 背景 下产 生的，Fred- 

h o l m首次对积分算子提出了广义逆的概念。伴随 

着广义逆理论的发展，其应用也逐渐遍及到了数理  

统计、数值分析、系统理论、优化计算及信息安全等  

各 个 领 域 。常 见 的 广 义 逆 主 要 包 括 ：D m z i n 逆

A D[1]，Moore-Penrose 逆 A  ]以及广义 Bott-Duf- 

fin 逆 A l [23。

本文借助算子分块技巧来研究 Hilbert空间上 

算 子 T 的 广 义 Aluthge变 换 和 广 义 * -Aluthge变 

换的 Drazin 逆及 Moore-Penrose 逆 。
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1 预备知识

设 H 是复 可分无 限 维 Hilbert空间 ，B ( H )表 

示 H 上有界线性算子全体。对 T e B ( H ) ，设 T  =

U | T | 是它的极分解，其 中 | T | = ( T * T ) ) ，则算子

丁 A = | 丁 | 了 | H  与丁蚁十 > q  | 丁# | A^j | 丁# | 1 —A

分别称为 T 的广义 Aluthge变换和广义 * -Aluthge 

变换，这 里 A e ( 0 ，1 )，T A 及 沪 … 与部分等距算子  

U 的 选 取 无 关 。特 别 地 时 ，就 得 到 T 的

Aluthge 变换 T  和 * 一 Aluthge 变换 T( '■ >[3] 近年

来 ，关 于 P 及 沪 … 的研究吸引了众多学者的关  

注 ，尤其是关于数值域，数值域半径，各种谱以及不  

变子空间格的研究已相当深人 [| s]。

对任意的 T e B ( H ) ，设 T * ，N ( T ) ，R ( T )， 

N ( T ) 分别为算子 T 的伴随，核空间，值域以及核 

空 间 在 H 中的余子空间，IM 表 示 M 上的单位算  

子 ，在不会引起混淆的情况下简记为 I。

2 主要结论及证明

首先给出算子 Drazin的定义及几个必要引理：

定 义 1 设 T  e B ( H ) ，若 存 在 B  ( H )中的算子 

A  使得：① A T A  =  A ;② A T = T A ;③ T* 1

则 称 算 子 T 是 Drazin可逆的，称 A 为 T 的 Drazin 

逆 ，记 作 T D ，这 里 fc =  ind(T)表 示 算 子 T 的 Drazin 

逆指标。

我们知道，若 算 子 T 是 Drazin可 逆 的 ，则 T D

唯J 。

引 理 1 设 T e B ( H ) ，则 对 任 意 复 数 a，T  =

— (I — U * U ) 。

证 明 由 于 T e B ( H ) ，T = U | T  |是它的极分 

解 ，则 有 N  (T) =  N ( |  T | )  =  N ( U ) 。在空间分解  

H = N ( T ) ㊉ N ( T ) 下 ，算 子 T 具 有 矩 阵 形 式 T  

A]

B
其中  A ： N  ( )  ( T ) ，B  G  B

( N  ( T ) ) ，此 时  U
U,

u 2

0

A *  A + B *  B
计 算 可 得 T A

X
,这里

X  =  (A* A  +  B* B ) )  U 2 ( A * A + B * B ) j  是 

N  ( T ) 上的算子。

由引理 2 第 ② 项 ，丁》*> =  U T XU * ，而 U 在 N

(T) b N  ( T * ) 上是酉 算子，故 存 在 酉 算 子 U (,:

N ( T )  b N  ( T * ) 使得 U  =  :N ( T ) ㊉ N
0 u (, j

(T) b N  ( T * )㊉ N ( T * ) ，则 在 空 间 分 解 H  =

这 里 Y =N ( T * ) b N  ( T * ) 下 ，T  

u (1 X U * 。对 任 意 复 数

X  一 fxl

由引理 1 知

,TA —  "I =

y j

显 然 T A 一 （A

M 0 '

1 X 一 fj.1

T A 一 fxl Drazin 可逆 U X  —  jul Drazin 可逆 U Y

一 f il Drazin 可逆 X  、一 /j.1 Drazin 可 逆 ，且 U(t 

( Y ^ I ^ (1 =  ( X i D ) 。若 " y  0，则 ：

(丁入一"1))=
0

且 U*  (T

a 0

0 M j
Drazin 可逆  x y i  是 Drazin 可逆且  cc # 0 0 0 0 0 '

0 u fr 0 ( 一⑷ ）,

时，T D =
1/

•’若 a =  0 则 T £
M dm d J

证 明 由 定 义 1 可得。

引 理 2M  设 T  e B ( H ) ，T  =  U | T  |是 算 子 T  

的极分解，则 -① 犷 =  U | T «  | 是 算 子 的 极 分

解 ；② T W 0̂ = U T AU * ，其中 A e ( 0 ，1)。

定 理 1 设 T e B ( H ) ，T  =  U | T  |是 T 的极分

解 ，则对任意复数 JU:

T A 一 /ul Drazin 可逆 X  *) 一 "IDrazin 可 逆 ，

且 " y 0 时 ，（T A — "I)) =  u *  ( T M *)— " D u  ㊉

(产 ）一" 1 ) ) =

1(*)一" 1 ) ) 0  =

，而 U*  U

是 N  ( T ) 上的投影，所 以 1一『 U 是 N  ( T ) 上的 

投影 ，因此有：

U *  ( T A a ^ ^ u )

0
| (铲 一 … ）），证毕。

. 0 ( - " 1 ) '

我们知道，对 任 意 算 子 T ，满 足 T 一 A I 不是  

Drazin可 逆的 复 数 A 的 全 体 称 作 算 子 T 的 Drazin 

谱 ，记 作 aD ( T ) ，由定理 1，很容易得到与文献 [7]中 

相同的结论：
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推论  设 T  e  B  H  ) ，则 有 O  q

以下来考虑算子 T x 与 T A… 的 Moore-Penrose 

广义逆，它 在 1 9 2 0年 由 M o o r e首 先 引 进 ，但直到  

1 9 5 5年 Penrose以下列矩阵方程的形式给出了定  

义以后，才被众多学者关注。

定 义 2 设 T 6  3 ( 片），若 存 在 3 ( H )中的算子 

T 使 得 ：① T  T T  =  T  ; ② T T  T  =  T ;③ 

( T  t ) = T  T ; ( 4 ) ( T T  ) = T T 。

则 称 算 子 T 是 Moore-Penrose可 逆 的 ，T 为 

T 的 Moore-Penrose 逆 。 

对 于 T 的存在性和唯一性，在文献 [1]中已经 

证明。

引理 3 设 M  e B ( H ) ，则 对 任 意 复 数 《有 T  =

M
Moore-Penrose可逆当且仅当 M 是 Moore

-Penrose 可逆，且 a #  0 时 ，T  

= 0 ，则 T  =

1/c

M
;若

M

证 明 设 a # 0 ，T:

逆 ，且 T  

1)

M X 3= 0 ， ！

faXj

X! X 2

x3 X,

0  M

由定义可得

Moore-Penrose 可

a2Xj a X 2M ' a 0

a M X 3 M X  , M 0 M

2)
a X 2

M X

即 X 9 M  =
M J  ™

M X , M = M ;

自伴，故 X 2 =  0，（M X .〗）

M X ,

Q 、
x 1 0 X, x 2'

3 )
X 3 X 〗M X ” X 3 X,.

X, M X , = X,

4)
1

a X 3

0

X,M , 自伴，故 x 3 = 0 ，

因 此 ，

X , M 。

综上 ，X  t 就 是 M 的 Moore-Penrose逆 ，即 M

X,

反之，设 M 的 Moore-Penrose逆 为 M ，不难

验 证 T 就是  T  的 Moore-Penrose

M

逆 。若 a =  0，可类似证得。

由引理 3 ，可以得到如下定理：

定 理 2 设 T 6 B ( H ) ，T  =  U| T  |是 T 的极分 

解 ，则对任意复数 ^ 有 ：

T 入一 jul Moore - Penrose 可逆  U  ") —  jlcI- 

Moore-Penrose 可 逆 ，且 当 " # 0  时 ，（T A — " I ) =

〜 〔 1 '
U *  ( T W *) —  "I) U ㊉ —— （I —  U * U ) 。

t ^ J

证明与定理 1 类似。

3 结语

我 们 知 道 Drazin逆是矩阵广义逆理论的重要  

组成部分，而将 矩阵 的广 义逆 理论推 广 到无 限维  

Hilbert空间上，对 研 究 解 决 可 数 M a r k o v链 ，抽象 

C a u c h y问题以及无限线性微分方程系统中的一些  

重要问题都将有着非常重要的意义。 
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