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基于非相干准则的压缩感知观测矩阵设计的极大极小方法

李炳杰，　吕　园，　 叶　萌，　李广飞
（空军工程大学理学院，陕西　西安　７１００５１）

摘要　针对固定的正交基，利用观测矩阵与稀疏基的非相干准则，研究确定性观测矩阵的设计
问题。 观测矩阵与稀疏基的相干性越小，压缩采样所需的观测个数就越少，包含原始信号的信
息就越多，重构概率越高。 根据观测矩阵与稀疏基的相干性定义，对固定的已知正交基，构建满
足最优非相干性的极大极小问题，寻找与正交基最不相干的观测矩阵。 最后，以固定正交基为
离散余弦基的情形为算例，与常用观测矩阵对应的相干性做比较，验证了本文方法的有效性。
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压缩感知理论指出［１］ ：如果信号在某个变换域是稀疏的或可压缩的，则可利用与变换矩阵非相干的观
测矩阵将变换系数线性投影为低维观测向量，这种低维投影仍能保证后续处理中能从压缩观测中重构原信
号或其稀疏表示，通过进一步设计重构算法就能够从低维观测向量精确地或高概率精确地重构原始高维信
号。 建立稳定的、与变换不相干的降维观测方式，保证稀疏信号压缩时不破坏重要信息是压缩感知理论的 ３
个核心问题之一［１ －３］ 。 观测矩阵设计是压缩采样理论的核心，直接决定了压缩采样理论是否能够成功实现。
观测矩阵既可以是随机矩阵也可以是确定性矩阵。 由于信号重构问题是以一个欠定方程组为约束条件的优
化问题，所以观测矩阵的有限等距性质（Ｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄ Ｉｓｏｍｅｔｒｙ Ｐｒｏｐｅｒｔｙ，ＲＩＰ）以及与稀疏基的非相干准则［４］

至关

重要。 ＲＩＰ给出了欠定方程存在确定解的充要条件。 然而，判断给定的欠定方程组系数矩阵是否具有 ＲＩＰ
性质是一个组合复杂度问题，但如果能保证观测矩阵和稀疏基不相干，则欠定方程组系数矩阵在很大概率上
满足 ＲＩＰ性质。 高斯矩阵与大多数固定正交基构成的矩阵不相关，因此在现有研究中通常被选择作为观测
矩阵。 在压缩感知理论中，对观测矩阵的约束是比较宽松的，Ｄｏｎｏｈｏ 给出了观测矩阵所必需具备的 ３ 个条
件

［５］ ，并指出大部分一致分布的随机矩阵都具备这些条件，均可作为观测矩阵，这与对 ＲＩＰ性质进行研究得
出的结论相一致。 目前，用于压缩感知的观测矩阵主要有以下几种：高斯随机矩阵，二值随机矩阵（伯努力
矩阵），傅立叶随机矩阵，哈达玛矩阵，一致球矩阵等。 但是，上述各种观测矩阵都是随机的，仅仅能保证以
很高的概率去恢复信号。 目前，对于稳定的重构算法是否存在一个最优的确定性（非随机）的观测矩阵仍然
是一个有待研究的问题。 本文针对 Ｋ－稀疏或可压缩信号的情形，研究利用观测矩阵与稀疏基的非相干准
则设计相应的最优确定性观测矩阵的设计算法，提出基于非相干准则的极大极小方法。

１　非相干性准则及相关定理

设 x∈RN
为原始数据，Ψ＝（Ψ１，Ψ２，⋯，ΨN）为某一组 N×N的正交基，x＝ΨΘ，Θ＝（Θ１，Θ２，⋯，ΘN）

Ｔ

为稀疏投影，显然，Θ＝ΨＴx。 设 M×N的矩阵Φ为观测矩阵，观测为 y ＝Φx或 y ＝ΦΨΘ＝ACSΘ， M ×N的
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矩阵 ACS
称为信息算子，其中，M虫N。 如果原始数据 x∈RN

本身是稀疏的，则 y＝Φx，Φ＝ACS。
在压缩感知理论中，采样速率不再取决于信号带宽，而在很大程度上取决于稀疏性和非相干性 ２个基本

准则。
定义 １（相干性）　假设（Φ， Ψ）是一对 N ×N的正交基，满足ΦＴΦ＝I，ΨＴΨ＝I。 令珟ACS ＝ΦΨ，μ（珟Acs）

＝ N ｍａｘ
１≤k，j≤N

｜珟Acs
k，j ｜，定义正交基对（Φ， Ψ）的相干性为：

μ（Φ，Ψ） ＝ N ｍａｘ
１≤k，j≤N

｜枙Φk，Ψj枛 ｜ （１）

显然，珟ACS
也是正交矩阵，每行每列的 ２范数均为 １，理想情况下，珟ACS

的每行元素均为±１
N
时，μ（Φ，Ψ）

＝１，Ψ和Φ有最大非相干性，即不能相互稀疏表示，这种情形下最有利于高效的压缩采样和信号重构。 反

之，当珟ACS
中的各个行向量中只有 １个分量为 １，其余皆为 ０时，μ（Φ，Ψ） ＝ N，此时，每行元素高度凝聚，通

过压缩观测精确重构原始信号的概率为 ０。 因此，１≤μ（Φ，Ψ）≤ N。
定理 １　假设原始数据 x∈RN 在Ψ域上是 Ｋ－稀疏的，如果在Φ域随机地、均匀地选取 M个向量作为

观测矩阵珦Φ，使得 y＝珦ΦΨΘ，令信息算子为 ACS ＝珦ΦΨ，若：
M≥Cμ２（Φ，Ψ）KｌｏｇN （２）

式中 C为某个固定正常数，则压缩感知重构问题可以转化为如下约束最优化问题：
ｍｉｎ
Θ∈RN

｜AcsΘ｜１　，　ｓ．ｔ畅AcsΘ＝y （３）

且其解Θ倡很大概率上等于问题 y＝珦Φx，x＝ΨΘ的精确解Θ。
特别地，如果μ（Φ，Ψ） ＝１，则只需 O（KｌｏｇN）个观测就能以大概率精确重建原始信号。
因此，定理 １只适用于 Ｋ－稀疏情形，但对可压缩情形，随机正交矩阵Φ和任意固定正交基Ψ组成的非

相干正交基对（Φ， Ψ）依然适用。
定义 ２（幂律衰减性）　如果将原始数据 x各项按降序排列为｜x｜（１）≥｜x｜（２）≥⋯≥｜x｜（N） ，若第 i最大项

｜x｜（ i）满足：

｜x｜（ i）≤Ri －
１
p ，１≤i≤N （４）

则称 x属于半径为 R的弱 lp 球。 或称 x满足一种幂律衰减性，参数 p控制着衰减速度。
定理 ２　假设原始数据 x在Ψ域上满足式（４）且 ０ ＜p＜１，或对 p＝１，｜x｜１≤R。 令α是充分小的正数，

如果在Φ域随机地、均匀地选取M个向量作为观测矩阵珦Φ，使得 y＝珦ΦΨΘ，令信息算子为 ACS ＝珦ΦΨ，若M≥
Cμ２（Φ，Ψ）KｌｏｇN，则压缩感知重构问题可以转化为约束最优化问题：ｍｉｎ

Θ∈RN
｜AcsΘ｜１，ｓ．ｔ畅AcsΘ＝y。

该问题的解存在且惟一，其解Θ倡很大概率上等于问题 y＝珦Φx，x＝ΨΘ的精确解Θ。 同时重构误差概

率不小于 １ －O N －P
α 的满足：

‖Θ－Θ倡‖２≤Cp，αR K
ｌｏｇN

－r

（５）

式中：r ＝１
p －１

２ ；Cp，α为依赖于 p和α的正常数。

因此，定理 ２适用于可压缩信号的非相干压缩感知［２，７］ ，参看文献［７］中的 Ｔｈｅｏｒｅｍ１畅１ 或文献［２］中的
定理 ７。

２　观测矩阵设计的基于非相干性准则的极大极小方法

Ψ和Φ的相干性μ（Φ，Ψ）越小，压缩采样所需的观测个数就会越少，意味着压缩观测 y包含 x的信息
就会越多。利用观测矩阵与稀疏基的非相干准则及Ψ和Φ的相干性定义μ（Φ，Ψ） ＝ N ｍａｘ

１≤k，j≤N
｜枙Φk ，Ψj枛 ｜，

可构建求解Φ的极大极小问题。
对固定正交基Ψ，寻找与其最不相干的正交基Φ，可建立问题：
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ｍｉｎ ｍａｘ
１≤k，j≤N

N｜枙Φk，Ψj枛｜ （６）

式中：Φk ＝（矱１k，矱２k，⋯，矱Nk）
Ｔ，k＝１， ２， ⋯， N，Φ＝（Φ１，Φ２，⋯，ΦN），满足ΦΦＴ ＝I。 问题（６）是一个极大

极小问题。
定理 ３　对固定的 N×N正交基Ψ（已知矩阵），寻找与其最不相干的正交基Φ的极大极小问题（６）与

引入正实数 S，以 S，矱１k，矱２k，⋯，矱Nk（k＝１， ２， ⋯， N）为变量的下列问题等价：
ｍｉｎ S
ｓ．ｔ畅 N｜枙Φk，Ψj枛｜≤S， １≤k，j≤N
ΦΦＴ ＝I
S≥１

（７）

证明　设Φ倡
k ＝（矱倡

１k，矱
倡
２k，⋯，矱倡

Nk）
Ｔ，k＝１， ２， ⋯， N，是问题（６）的解。 令：

S倡 ＝ｍａｘ
１≤k，j≤N

N｜枙Φk，Ψj枛｜ （８）

则 N｜枙Φ倡
k ，Ψj枛｜≤S倡， １≤k，j≤N，因此，S倡，Φ倡

k ，k ＝１， ２， ⋯， N 是问题（７）的可行解。 假设它不是问题

（７）的解，则存在Φ倡倡
k ＝（矱倡倡

１k ，矱倡倡
２k ，⋯，矱倡倡

Nk ） Ｔ，k＝１， ２， ⋯， N和 S倡倡≥１，使得 S倡倡 ＜S倡， N｜枙Φ倡倡
k ，Ψj枛

｜≤S倡倡， １≤k，j≤N。
显然，Φ倡倡

k ＝（矱倡倡
１k ，矱倡倡

２k ，⋯，矱倡倡
Nk ） Ｔ，k＝１， ２， ⋯， N 是问题（６）的可行解，且满足： ｍａｘ

１≤k，j≤N
N｜枙Φ倡倡

k ，

Ψj枛｜≤S倡倡。
由于 S倡倡 ＜S倡，由式（８）可知，Φ倡

k ＝（矱倡
１k，矱

倡
２k，⋯，矱倡

Nk）
Ｔ，k＝１， ２， ⋯， N不是问题（６）的最优解，矛盾。

同理，利用反证法容易证明问题（７）的解一定也是问题（６）的解。
由定理 ３可知，对固定的正交基Ψ，通过求解问题（７）可得到与其最不相干的正交基Φ和最优相干性 S

的值。 Φ是确定性矩阵，在Φ域随机地、均匀地选取满足（２）的 M个向量作为观测矩阵，以尽可能少的观测
实现尽可能高的重构概率。 该方法对 Ｋ－稀疏情形和可压缩情形均有效。

３　算例分析

设固定正交基Ψ为离散余弦基［８ －９］ ：
Ψ＝（ψmn） N ×N

式中：

ψmn ＝w（m）ｃｏｓ π（２n－１）（m－１）
２N （９）

w（m） ＝

１
N ， m＝１

２
N ， ２≤m≤N

（１０）

为计算简便起见，令 N＝９，建立寻找与其最不相干的正交基Φ对应的极大极小问题（７）可得：
ｍｉｎ S
ｓ．ｔ畅３｜枙Φk，Ψj枛｜≤S， １≤k，j≤９

ΦΦＴ ＝I
S≥１

（１１）

该问题共有 ９ ×９ ＋１ ＝８２个未知变量，２０８个约束条件，利用 Ｍａｔｌａｂ软件或 Ｌｉｎｇｏ软件求解问题（１１）得
到 S倡 ＝１畅１９４ ０（Ψ与Φ的最优非相干性）以及与Ψ最不相干的正交基Φ为：
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从中可以看出，μ（Φ，Ψ）非常接近１，且Φ是确定性的矩阵。 对N＝１６， ２５， ３６等情形，得到的最优相干
性μ（Φ，Ψ）介与 １畅２ －１畅３。
为比较本文方法与常规随机获取观测矩阵的方法，在单位球上随机均匀独立地选取 N个正交单位向量

构成Φ１，所有元素独立同分布的选取服从 N ０， １N 的 Ｇａｕｓｓｉａｎ分布［１０］
构成Φ２，通过计算机仿真，分别计算

与离散余弦基Ψ的相干性，其结果见表 １（其中Φ为本文方法得到的观测矩阵）。
表 １　各类观测矩阵与离散余弦基的相干性

Ｔａｂ畅１　Ｔｔｈｅ ｃｏｈｅｒｅｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｖａｒｉｏｕｓ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｍａｔｒｉｘｅｓ ａｎｄ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｃｏｓｉｎｅ ｂａｓｉｓ
相干性 N＝９ \N＝１６ 汉N＝２５  N＝３６
μ（Φ，Ψ） １ 帋帋畅１９４ ０ １ 种种畅２０１ ３ １   畅２３１ １ １ gg畅２７３ ２
μ（Φ１，Ψ） １ 帋帋畅３８０ ０ １ 种种畅５７１ ９ １   畅６４６ ６ １ gg畅８９０ ０
μ（Φ２，Ψ） １ 帋帋畅４０２ ０ １ 种种畅９４７ ８ ２   畅２００ ０ ２ gg畅９２５ ３

　　由表 １不难看出，本文极大极小方法得到的观测矩阵对应的相干性更小，特别是随着 N的增大，这种优
势更加明显。

４　结束语

本文提出了观测矩阵设计的基于非相干性准则的极大极小方法，从理论上研究了方法的可行性，通过固
定正交基Ψ为离散余弦基（低维情形）的实例验证了方法的有效性。 然而，必须强调的是，本文仅仅提出了
一种可行的方法，但离实际应用还有差距，因为当原始数据的维数较大时，问题（７）是一个大型问题，例如：N
＝１ ０００时，未知变量共 １０６

个，约束条件共有 ２ ５００ ５０１ 个；当 N ＝１０ ０００ 时，未知变量和约束条件更多，因
此必须构造相应的启发式算法才可实现其求解。 但由于约束条件ΦΦＴ ＝I是非线性的，构造其启发式算法
并非易事。 到目前为止，本文作者还未解决这一难题，这也是将来需要进一步研究的问题。
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