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一种改进的相对轨道动力学模型

吕纪远，　周　军，　刘莹莹
（西北工业大学精确制导与控制研究所，陕西　西安　７１００７２）

摘要　线性化的 Ｃｌｏｈｅｓｓｅｙ－Ｗｈｉｌｔｓｈｉｒｅ（Ｃ－Ｗ）方程描述相对运动虽然方便，但是精度不高，为
了解决这一问题，提出了一种 Ｃ－Ｗ方程的改进形式。 首先基于 Ｃ －Ｗ方程的推导，分析了在
对中心引力取近似的过程中导致原方程不准确的数学原因和物理现象；然后通过对简化部分的
数量级进行分析和比较，将原推导过程中忽略掉的部分重要内容重新予以考虑，并运用数学变
换将新加入的内容合并转化，最终给出了一组非齐次线性常系数微分方程，在不增加计算复杂
度的情况下提高了精度。 仿真验证表明该方程在圆轨道下相对于 Ｃ－Ｗ方程精度改善很多，小
椭圆轨道下也消除了 Ｃ－Ｗ方程的长期误差。
关键词　Ｃ－Ｗ方程；线性化误差；相对运动；误差分析
DOI　１０畅３９６９／ｊ畅ｉｓｓｎ畅１００９ －３５１６畅２０１１畅０５畅００３
中图分类号　Ｖ４２３畅４　　文献标识码　Ａ　　文章编号　１００９ －３５１６（２０１１）０５ －００１０ －０５

描述 ２颗卫星近距离相对运动的 Ｃ－Ｗ方程（Ｃｌｏｈｅｓｓｅｙ－Ｗｈｉｌｔｓｈｉｒｅ，又称 Ｈｉｌｌ方程）在空间交会对接和
编队控制方面有着重要的应用。 虽然线性化的 Ｃ－Ｗ方程为人们解决多脉冲交会控制和伴飞的封闭性条件
等问题提供了巨大的便利［１ －４］ ，但是，这组通过简化 ２个二体运动得到的线性微分方程组，其与生俱来的误
差也在一定程度上限制了在实际空间任务中的应用

［５ －６］ 。
文献［７］指出，Ｃ－Ｗ方程适用于近距离近圆轨道。 由非线性方程简化得到的 Ｃ －Ｗ方程虽然误差较

小，但依然会给精确的相对轨道分析带来不容忽视的误差。 因此，从 Ｃ－Ｗ方程推导出至今，就不断有学者
希望将其应用范围推广或将精度提高。 目前比较著名的是 Ｌａｗｄｅｎ方程［８ －１０］ ，它在椭圆轨道下，利用微分变
量代换的方法推导出了基于真近点角域的相对运动关系，并得出了椭圆参考轨道下周期性相对运动的解析
描述，只是形式比 Ｃ－Ｗ方程繁琐许多。 另外，还有学者在推导 Ｃ－Ｗ方程的过程中将中心引力不取近似，
从而得到了一组非线性微分方程，这组方程可以十分准确地描述近圆轨道下的相对运动［１１］ ，但是却失去了
Ｃ－Ｗ方程的线性性质，使用起来很不方便。
基于此，本文通过一系列推导，提出一种 Ｃ－Ｗ方程的改进形式，有效地改善了 Ｃ－Ｗ方程的精度问题，

推导出的结果仍为常系数线性微分方程组，形式简单，并且通过仿真分析了精度的改善效果。

１　Ｃ－Ｗ方程误差及误差源分析
本文主要用到的是相对运动坐标系 oxyz，原点 o在参考星的质心，oz指向地心，oy与参考星轨道平面垂

直，指向轨道面法线反向，ox按右手法则指向飞行前进方向。 该坐标系实际上为参考星的轨道坐标系。 在
该坐标系下描述 ２ 颗卫星相对运动的方程为：

ẍ－２n痹z＝０
ÿ＋n２y＝０
z̈＋２n痹x－３n２ z＝０

（１）
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式（１）即为标准 Ｃ－Ｗ方程，下面通过简单的仿真说明 Ｃ－Ｗ方程存在的误差问题。
给定 ２颗卫星的轨道 ６要素见表 １，这 ２颗卫星均在圆轨道下运行，以串行编队前后飞行。 不妨以卫星

１为参考星，则相对运动的初始条件为 ρ０ ＝［１０ ０ ０畅００７ ２］ｋｍ，痹ρ０ ＝［０ ０ ０］ｋｍ／ｓ。 仿真时给定一个准
确的参考模型，即将 ２ 颗卫星二体运动进行数值积分，将两颗卫星状态相减后，再从地心惯性坐标系转换到
相对运动坐标系，得到相对运动状态。 仿真 ３个轨道周期，观察 Ｃ－Ｗ方程模型与参考模型的差别，见图 １。

表 １　２颗卫星的轨道 ６要素
Ｔａｂ畅１　Ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｏｒｂｉｔ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｗｏ ｓａｔｅｌｌｉｔｅｓ
轨道 ６要素 卫星 １ ǐ卫星 ２

轨道长半轴 a／ｋｍ ６ ９７１ 晻６ ９７１
轨道倾角 i／（°） ９７   畅７３ ９７ ^̂畅７３
轨道偏心率 e ０ B０
升交点赤径Ω／（°） ９０ Y９０
近地点角距ω／（°） ６０ Y６０
平近点角 M／° ５７   畅３０ ５７ ^̂畅３８

　　从图 １中可以看出，即使在不考虑摄动的正圆轨道下，Ｃ
－Ｗ方程也不可避免地存在一定的误差，主要存在于 x 方向
上，当 ２颗卫星前后相距约 １０ ｋｍ时，３ 个轨道周期后在 x方
向上有 ８１６ ｍ的偏差。

图 １　正圆轨道下 Ｃ－Ｗ方程的误差
Ｆｉｇ．１ Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ Ｃ－Ｗ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎ ｃｉｒｃｌｅ ｏｒｂｉｔ

　　可以通过分析 Ｃ－Ｗ方程的推导过程对误差来源进行研究。 记参考星为 s，伴随星为 c。 rs 和 rc 分别表
示两颗卫星的地心位置矢量，在相对运动坐标系 oxyz下，有：

rs ＝ rs ０ ０ Ｔ；　ρ ＝rc －rs ＝ x y z Ｔ （２）
仅受地球引力作用，２颗卫星的轨道加速度之差为：

ｄ２ ρ
ｄt２ ＝μ

r３s
rs －μ

r３c
rc （３）

由于 rc ＝x２ ＋y２ ＋（z－rs）２，将上式右端展开：
ｄ２ ρ
ｄt２ ＝μr －３

s rs －μ［x２ ＋y２ ＋（z－rs）２］ －３
２ rc ＝μr －３

s rs －μ（r２s －２rs z＋ρ２） －３
２ （ρ ＋rs） ＝

μr －３
s rs － １ －２z

rs ＋
ρ２

r２s

－３
２

（ρ ＋rs） （４）

推导主要针对 １ －２z
rs ＋

ρ２

r２s

－３
２

这一项进行简化，根据近似表达式：（１ ＋α） －３
２ ＝１ －３

２ α＋１５８ α２ ＋⋯

有：

１ －２z
rs ＋

ρ２

r２s

－３
２

＝１ －３
２

－２z
rs ＋

ρ２

r２s ＋１５８
－２z
rs ＋

ρ２

r２s

２

＋⋯ （５）

当 ２个航天器相对距离较小时，也就是说 ρ虫rs，在 Ｃ－Ｗ方程的推导过程中，会略去式（５）第 ２项中的
平方项和第 ３项以后项，简化方程为：

１ －２z
rs ＋

ρ２

r２s

－３
２

≈１ ＋３
２
２z
rs ＝１ ＋３z

rs （６）

正是此处的简化导致了精度问题，化简后的结果代回式（４），会发现不能足够准确地还原原式所蕴含的
物理意义：

ｄ２ ρ
ｄt２ ＝μr －３

s rs － １ ＋３z
rs （ρ ＋rs） （７）

分析如下：在不考虑摄动影响的正圆轨道下，如果 ２ 颗卫星轨道长半轴相等，那么这 ２ 颗卫星所受到的
引力加速度之差应该始终保持不变，但是在采用了简化结论式（６）后，就会导致引力加速度之差与 z 密切相
关，见图 １，式（１）的动力学会造成 z的变化，结果根据式（７）就会对轨道加速度之差产生不符合物理事实的
影响，进而影响到整个系统的精度。
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２　Ｃ－Ｗ方程推导的修正
针对 Ｃ－Ｗ方程简化 １ －２z

rs ＋
ρ２

r２s

－３
２

导致了误差问题，进行 Ｃ－Ｗ方程的修正。 将该项展开为：

１ －２z
rs ＋

ρ２

r２s

－３
２

＝１ ＋３z
r －３

２
ρ２

r２s
＋１５８

－２z
rs ＋

ρ２

r２s

２

＋⋯ （８）

通过估算可以发现，等式右端第 ２项的数量级为 １０ －４，第 ３项为 １０ －６，第 ４项的数量级为 １０ －８，因此，我
们考虑忽略掉第 ４ 项及其以后项，针对前 ３项进行分析：

１ －２z
rs ＋

ρ２

r２s

－３
２

≈１ ＋３z
rs －

３
２
ρ２

r２s
＝１ ＋３ z

rs －３
１
rs
ρ２

２rs ＝１ ＋３ １
rs z－ρ２

２rs （９）

此处的ρ２

２rs并不具有十分明显的物理意义，可以将其等价变换为ρ２

r２s
rs
２ ，则有：

１ －２zrs ＋
ρ２

r２s

－３
２

＝１ ＋３ １
rs z－ρ２

r２s
rs
２ （１０）

由于 ρ虫rs≈rc，因此可以认为：

θ≈ ρ
rs （１１）

式中 θ即为 ２颗卫星在地心赤道坐标系下位置矢量的
夹角，见图 ２。
通过代入式（１１），式（１０）化简如下：

１ －２z
rs ＋

ρ２

r２s

－３
２

≈１ ＋３ １
rs z－θ２ rs

２
（１２）

而 θ２ rs
２ ＝rs １ － １ －θ２

２ ，因此原式可进一步变

换为：

图 ２　两颗卫星位置示意图
Ｆｉｇ．２　Ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｓａｔｅｌｌｉｔｅｓ

１ －２z
rs ＋

ρ２

r２s

－３
２

≈１ ＋３ １
rs z－rs １ － １ －θ２

２ （１３）

由于 ｃｏｓθ＝１ －θ２

２ ＋θ４

２４ ＋⋯，替换可得：

１ －２z
rs ＋

ρ２

r２s

－３
２

≈１ ＋３ １
rs ［z－rs（１ －ｃｏｓθ）］扯１ ＋３ １

rs z′ （１４）

式（１４）中定义 z′＝z－rs（１ －ｃｏｓθ），下面再针对此项进行分析。 图 ２中，２颗卫星轨道高度略有不同，不
失一般性，设卫星 １ 为参考星且按正圆轨道运行，a１ 和 a２ 分别为卫星 １ 和卫星 ２ 的轨道长半轴。 则 z即伴
随星在参考星 oxyz坐标系下的相对高度。 由于：

rs ＝a１≈a２ （１５）
则有：

z′＝z－a１ （１ －ｃｏｓθ）≈z－a２ （１ －ｃｏｓθ） （１６）
令Δa＝a２ －a１ ，则根据式（１６）和图 ２中三角形关系容易得出：z′＝Δa。 因此得：

１ －２z
rs ＋

ρ２

r２s

－３
２

≈１ ＋３ １
rs Δa （１７）

式（１７）是改进后的简化结果，与 Ｃ－Ｗ方程的简化结果式（６）相比，是将相对坐标系下的轨道高度差 z
变成了惯性坐标系下的轨道高度差Δa。 接下来的推导将与 Ｃ －Ｗ方程基本一致，将式（１７）代入式（４），在
参考星偏心率 e＝０的情况下，有：

ｄ２ ρ
ｄt２ ＝μr －３

s rs － １ ＋３ １
rs Δa （ρ＋rs） ＝

－n２x
－n２y

n２ （３Δa－z）
（１８）

式中 n＝ μ／a３
为参考航天器的平均轨道角速度。 此外，在动坐标系 oxyz下，伴随星与参考星的相对运动还
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满足如下关系：
ｄ２ ρ
ｄt２ ＝δ２ρ

δt２ ＋２n· v＋n· （n· ρ） ＋痹n· ρ （１９）

式中δ２ρ
δt２和 v分别表示伴随星在动坐标系下的相对加速度矢量和速度矢量，n ＝［０ －n ０］ Ｔ。 在参考星 e

＝０ 的情况下，式（１９）可化简至：

ｄ２ ρ
ｄt２ ＝

ẍ－２n痹z－n２x
ÿ

z̈＋２n痹x－n２ z
（２０）

结合式（１８），可得：
ẍ－２n痹z－n２x

ÿ
z̈＋２n痹x－n２ z

＝
－n２x
－n２y

n２ （３Δa－z）
（２１）

即：
ẍ－２n痹z＝０；ÿ＋n２y＝０；z̈＋２n痹x－３n２Δa＝０ （２２）

至此，改进的相对运动方程推导完毕。 与原始的 Ｃ－Ｗ方程式（１）相比，区别仅在于 z通道上，原来的一
次项－３n２ z被常数项－３n２Δa替代，在推导过程中，本文的推导比 Ｃ－Ｗ方程的推导多考虑了一项，因此，精
度上必将会有所提高，而且由于推导过程中采用多种几何和代数变换，推导出的结果并不比原 Ｃ－Ｗ方程复
杂，保持了常系数微分方程的原貌。 这里的Δa可以通过相对轨道测量或者地面测量给出，由于本文的仿真
主要针对动力学模型进行验证，因此暂不考虑Δa的测量误差。

３　仿真验证

为进行比较，下面针对动力学模型式（２２），仍然采用表 １ 中的轨道参数进行仿真，３ 个轨道周期该模型
的误差见图 ３。 与图 １ 相比，在Δa测量准确的情况下，误差从 ８１６ ｍ 降低到了 １０ －６ｍ以内，说明在圆轨道
下，改进后的动力学方程大大改善了精度。 为了验证略有偏心率的近圆轨道下的效果，对表 １的数据进行修
改，２颗卫星的偏心率均设置为 ０畅００２，轨道长半轴分别设置为 ６ ９７１ ｋｍ和 ６ ９７１畅０５ ｋｍ，略有不同以显示普
遍性。 仍以卫星 １ 为参考星，相对运动初始条件基本不变，仿真 ３ 个轨道周期，观察 ２ 种动力学模型与无摄
动数值积分模型的差别，见图 ４，图中实线为改进 Ｃ－Ｗ方程的误差，虚线为原 Ｃ－Ｗ方程的误差。

图 ３　修正后方程的误差
Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｅｑｕａｔｉｏｎ

图 ４　修正后方程的误差和 Ｃ－Ｗ方程的误差
Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｃ －Ｗ ｅｑｕｔａｉｏｎ

　　在轨道周期内，改进后的模型误差小于 Ｃ－Ｗ方程。 观察仿真结束时刻曲线的位置，Ｃ－Ｗ方程模型在
每个轨道周期完成时存在一定的漂移（４３畅３ ｍ），即存在长期误差项，而修正后的动力学模型则不存在这种
现象，说明在微小偏心率的近圆轨道下，也具有比原 Ｃ－Ｗ方程更好的效果。

４　结束语

本文主要研究了 Ｃ－Ｗ方程的误差问题，首先经过推导和仿真分析了导致 Ｃ－Ｗ方程不准确的误差源，
然后通过对简化过程中各项数量级的分析，将原推导过程忽略掉的但影响较为严重一项加入重新推导，并经

３１第 ５期 吕纪远等：一种改进的相对轨道动力学模型



过数学变换，将此项内容进行转化，最终结果简单明了。 仿真验证该结果在圆轨道下相对于 Ｃ－Ｗ方程精度
改善很多，近圆轨道下也消除了 Ｃ－Ｗ方程的长期误差项。 此方程对于研究相对运动问题具有一定的意义，
可以作为工程实际的参考。
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