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用 Ｚｅｒｎｉｋｅ 多项式拟合干涉波面不同算法的等价性研究
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摘　要：通过严格证明在 Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式拟合光学干涉波面时，求解拟合系数的 ２ 种典型算法即
最小二乘法和 Ｇｒａｍ－Ｓｃｈｉｍｄｔ算法的等价性，论证了求解 Ｚｅｒｎｉｋｅ 多项式拟合系数的各种算法
在求解过程中具有相同的稳定性。 研究发现当其中一种算法在求解过程因故中断或拟合的干
涉波面出现了突变，则另一种算法同样无法实现对该干涉波面的正确拟合。 研究结果表明：用
Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式拟合干涉波面，没有哪一种算法更优于其他算法，仅仅是求解过程不同而已，各
种算法的可靠性是等价的。
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如何正确求解出 Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式拟合干涉波面的拟合系数已成为现代数字化干涉精密检测技术的重要
组成部分

［１ －８］ 。 不同研究者都强调所采用算法的优势并都给出了充分的理由。 然而，实践中不论采用哪一
种算法都无法绝对避免求解拟合系数过程中可能的失败或测量结果的突变。 如何找到一个求解 Ｚｅｒｎｉｋｅ多
项式拟合系数的最佳算法，使得拟合系数的求解过程简洁快速且稳定，确保测量结果的可靠性，成为该领域
研究的重点。
求解 Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式拟合系数的算法包括典型的最小二乘法和 Ｇｒａｍ －Ｓｃｈｉｍｄｔ方法以及 Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄｅｒ变

换方法。 实际上，在众多的算法中，只有 ２类基本算法，一类是直接应用最小二乘法求解 Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式拟合
系数，另一类则是利用 Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式构造一个新的正交归一化的函数系，再对该新的函数系应用最小二乘
法求解拟合系数［９ －１１］ 。 以下通过证明最小二乘法与 Ｇｒａｍ－Ｓｃｈｉｍｄｔ方法的等价性，说明各种算法之间是相
通的，其收敛性是等价的。

１　求解 Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式拟合系数的最小二乘法
Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式用极坐标的具体表达为：

Zl
n（ρ） ＝Rl

n（ρ）Θ
l
n（θ）

式中：n为多项式的“阶”，取值为 ０，１，⋯；l为与阶数 n相关的序号，l的值恒与 n同奇偶性，且绝对值小于或
等于阶数 n。 拟合时选取的阶 n越大，加入拟合的多项式数量 N将越多。 用 Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式表达的光学干涉
波面 W的函数为：

W （ρ，θ） ＝∑
∞

k ＝０
ak Zl

n（ρ，θ） 　或 W （r j） ＝∑
∞

k ＝０
ak Zk（rj）

式中：ak 为拟合系数；rj 为对干涉波面数字化后采样点的位置矢量，应用时常采用直角坐标系波函数 W（x，
y），因此 Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式为 Zk（x，y）。根据最小二乘法原理，求解 ak 的方法与过程如下：
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Δ２ ＝∑
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j ＝１
∑
N

i ＝１
aiZi（r j） －φ（r j）

２
（１）

式中：φ（rj） 为干涉波面 rj 点的相位；∑
M

j＝１
为对所有采样点求和，∑

N

i ＝１
为对多项式的所有项求和。又有：

抄
抄ak（Δ
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令 Si＋k ＝∑
M

j ＝１
Zi（rj）Zk（r j） ，tk ＝∑

M

j ＝１
φ（rj）Zk（r j），则式（２） 变成：

∑
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i ＝１
Si＋k ai ＝tk （３）

式（３） 为最小二乘法正则方程，将其展开便是关于 ai 的线性方程组。Si＋k 系数方阵的性质表征了求解 ai
的稳定性。实践表明，用最小二乘法求解多项式拟合系数，逻辑关系简洁，方法通用，收敛性令人满意。

２　求解 Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式拟合系数的 Ｇｒａｍ －Ｓｃｈｉｍｄｔ正交化方法
Ｇｒａｍ －Ｓｃｈｉｍｄｔ正交化方法的基本思想是将线性独立函数系 Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式进行线性组合，构成一组在

干涉波面采样数据点上离散正交归一化的基底函数系［Vi］，即：
［Vi］ ＝［Cik］［Zi］ （４）

［Cik］ 为变换方阵，［Vi］ 和［Zi］ 分别为 Vi 和 Zi 构成的列向量。［Vi］ 中的每一个元素均满足正交化条件：

∑
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（５）

∑
M

j ＝１
为对所有采样点求和；G为非负的全函数，一般取值为１。根据式（４）和（５）可得［Vi］和［Zi］的关系：
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变换矩阵［Cik］ 为：
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被拟合的干涉波面 F（r） 用矩阵表示为：

F（r） ＝［ai］ Ｔ［Zi］ ＝［ai］ Ｔ［Cik］
－１［Vi］ ＝［bi］ Ｔ［Vi］ ＝∑

N

i ＝１
biVi （８）

式中 ［bi］ Ｔ ＝［ai］ Ｔ［Cik］
－１。

根据最小二乘法原理：
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利用式（５） 关于 Vi 的正交关系可得：
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抄Δ２

抄bi ＝２ ∑
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bi －∑
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φ（rj） Vi（rj） ＝０

故可得：

bi ＝∑
M

j ＝１
φ（rj） Vi（rj） （１０）

把根据式（１０） 求得的［bi］ 代回式（９） 中，便可得所需要的 Ｚｅｒｎｉｋｅ 多项式拟合干涉波面的拟合系数
［ai］。

３　最小二乘法与 Ｇｒａｍ －Ｓｃｈｉｍｄｔ方法的等价性证明
根据 Ｇｒａｍ －Ｓｃｈｉｍｄｔ正交化方法，在没有用到最小二乘法原理之前，由式（４） 和式（７） 可得：
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把式（１１） 代入式（８） 中，得：
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利用式（５），上式变成：

bk ＝∑
N

i ＝１
aiC－１

ik 　，　j≤ i （１３）

式（１３）为从Ｇｒａｍ －Ｓｃｈｉｍｄｔ正交化方法推导出来的用最小二乘法原理进行 Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式拟合的系数
［ai］ 与用 Ｇｒａｍ －Ｓｃｈｉｍｄｔ正交化方法进行拟合的系数［bi］ 之间的变换关系。
反过来，也可以从最小二乘法原理出发，推导出 ２ 种方法所获得的拟合系数变换关系完全相同。由此充

分说明了 ２种拟合系数的求解算法是完全等价的。从最小二乘法原理出发的推导过程如下：
由最小二乘法获得的正则方程式（３） 可得：
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把式（１１） 代入式（１４） 则得：
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km 　，　n≤ i， m≤ k， k≤ i

同理
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左 ＝右，可得：

bm ＝∑
N

i ＝１
aiC－１

im 　，　m≤ i （１５）

４　结束语

采用 Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式拟合干涉波面是现代数字化光学精密测量的核心技术之一。 本文通过推导研究，澄
清了多年来有关求解 Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式拟合系数的算法之争，明确了在同样条件下，任何算法都不可能比其他
算法具有更好的解的稳定性以及测量结果的可靠性。 进一步的研究发现：只要在拟合时所选择的 Ｚｅｒｎｉｋｅ多
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项式的阶小于被测干涉波面光瞳内干涉条纹的数量，不论采用何种算法，都可以确保 Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式对采样
的拟合精度和拟合干涉波面函数的精度，从而确保检测系统测量结果的可靠性。 可见，若被测干涉波面光瞳
内干涉条纹的数量足够多时（多于 ７根条纹以上），选择 ７ 阶（３６项）以下 Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式进行拟合都会得到
一致正确的测量结果。
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