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摘　要：为缩短工件的完工时间，将极小化最大完工时间的平行机排序问题作为研究目标。 在
此问题中，允许同一工件拆分成多个子工件在不同的机器上同时加工，同一工件的任何 ２ 个子
工件不可在同一台机器上加工。 与以往研究不同，对工件的拆分方式进行了限制，即工件拆分
后所得子工件的长度不能小于给定的阀值，且工件拆分次数尽量少，这是一个 ＮＰ难问题。 借助
于 ＬＰＴ算法的思想，提出了一个求解该问题的启发式算法，实现了工件的自动拆分和工件到机
器上的自动分配。 通过多个实例对文中算法进行了测试，数值结果表明：该算法可行、稳定性良
好，适用于工件拆分方式具有类似限制的平行机排序问题的方案决策。
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极小化最大完工时间的 n个独立工件在 m台同型号平行机上的经典排序问题是 ＮＰ难的，即使只有 ２
台机器（P２ ／／Cｍａｘ）它也是 ＮＰ难的［１］ 。 突破经典排序的第 １ 个基本假设，允许单个工件拆分成多个子工件
在不同的机器上同时加工，这类问题被称为可拆分平行机排序问题［２ －３］ 。
有关可拆分平行机排序方面的文献并不是很多，Ｘｉｎｇ 和 Ｚｈａｎｇ［４ －５］研究了可拆分平行机排序问题在各

种费用目标下的算法及复杂性，指出：当工件任意连续可分时 Pm ／／Cｍａｘ是多项式时间可解问题，而工件带安
装时间的同类问题为 ＮＰ难的［６ －９］ 。 迄今为止，有关可拆分平行机排序的研究多数是在工件任意连续可分
的条件下展开的，而实际问题中，经常出现的是允许工件拆分但对工件拆分方式提出某些限制。 例如：多处
理计算机系统中基于区域分解方法的并行计算中的网格数据划分和任务分配问题，当网格块数少于处理机
的个数或网格块大小参差不齐时，想要尽快的完成计算任务，通常采用的解决办法是对网格（工件）进行拆
分，但要求网格拆分后所得子网格的规模（工件长度）不能太小，否则，计算无法实现；同时应使网格拆分的
次数尽量少，以保证整体计算的收敛性和稳定性。 这种工件拆分方式有限制的排序问题往往是 ＮＰ 难的。
本文从实际问题出发，在允许工件拆分的假设下，对工件拆分方式提出限制， 研究极小化最大完工时间的平
行机排序问题，给出求解此类问题的一个近似算法，并通过实例说明该算法的性能。

１　问题

考虑 n个独立工件在 m个同型机上的排序问题，目标是极小化最大完工时间，允许单个工件拆分成多
个子工件在不同的机器上同时加工，对工件拆分方式的限制是：工件拆分后所得子工件的长度不能小于给定
的阀值，且工件拆分次数尽量少。
给定 m台同型机 M１ ，M２ ，⋯，Mm，n个相互独立的工件 J１ ，J２ ，⋯，Jn，工件 Jj 的加工时间（长度）pj ＞pｍｉｎ，
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pｍｉｎ为给定工件长度的最小阀值。 用 Qj，k表示工件 Jj在机器Mk 上的加工时间，Qj，k ＝０表示机器Mk 未加工工

件 Jj，Qj，k ＞pｍｉｎ表示机器 Mk 对工件 Jj 有加工，那么，所有机器加工工件 Jj 的时间之和应为 pj，即：

∑
m

k ＝１
Qj，k ＝pj　，　j ＝１，２，⋯，n （１）

用 Cj 表示工件 Jj 的完工时间，Di 表示机器 Mi 完成其上所有工件加工所用时间，则：

Di ＝∑
j∈Wi

Qj，i　，　i ＝１，２，⋯，m （２）

式中 Wi 表示在机器 Mi 上加工的工件组成的集合。
令 Cｍａｘ ＝ｍａｘ

１≤ j≤n
Cj 或 Cｍａｘ ＝ｍａｘ

１≤ i≤m
Di，则目标为：

C倡
ｍａｘ ＝ｍｉｎCｍａｘ （３）

m台机器加工 n个工件的平均完工时间为∑
n

j ＝１
pj ／m，由于ｍａｘ

１≤ i≤m
Di ≥∑

n

j ＝１
pj ／m，所以近似最优解的下界为：

CL ＝tａｖｅ ＝∑
n

j＝１
pj ／m （４）

本文称长度大于 m台机器上的平均长度∑
n

j＝１
pj ／m与 pｍｉｎ 之和的工件为超长工件。

实际应用中，为了使工件拆分次数最少，只拆分超长工件，其方法分为 ２ 步：首先，拆分超长工件为 ２ 个
子工件，使其中一个子工件的加工时间为机器的平均完工时间，并将这个子工件分配给一台机器；其次，将所
有非超长工件和所有超长工件的剩余部分在未指派机器上进行排序。 上述第 ２ 步为一经典平行机排序问
题，当没有工件被拆分时，本文问题就是一个经典平行机排序问题，所以， 在工件拆分次数最少，且拆分后子
工件的长度不小于给定阀值限定条件下的平行机排序问题是 ＮＰ难的。

２　启发式算法

ＬＰＴ（Ｌｏｎｇｅｓｔ Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ Ｔｉｍｅ Ｆｉｒｓｔ）算法是 Ｇｒａｈａｍ提出的平行机排序问题的著名的启发式算法，其复杂
度为 O（nｌｏｇn），因其只考虑“眼前”利益，结构简单，所以成为几乎每个 ＮＰ难排序问题首先被提出并受到研
究的算法，本文对 ＬＰＴ算法加以改进，将其推广应用到拆分方式有限制的平行机排序问题。 不失一般性，令
pｍｉｎ ＝tａｖｅ ｅｓｐ，则可求出 ｅｓｐ＝pｍｉｎ ／tａｖｅ。
2畅1　常规算法

步骤 １　拆分超长工件；
步骤 ２　用 ＬＰＴ算法进行排序。

2畅2　近似算法

步骤 １　求 m台机器完成所有工件加工需要的平均时间 tａｖｅ ＝∑
n

j＝１
pj ／m；

　　步骤 ２　将未被分配的工件按加工时间不增排序
建立链表 １；
步骤 ３　当链表 １ 非空时：①从链表 １ 中依次取

工件 Jj，将其加载到当前速度最快的机器 Mi 上，求出
机器Mi 当前完工时间 Di；②若 Di ＞tａｖｅ（１ ＋ｅｓｐ），将工
件 Jj 按图 １ 所示拆分成 ２ 个子工件， 将子工件 Jj ｒｅｍａｉｎ

插入到链表 １中；将工件 Jj（此处为子工件）分配给机
器 Mi，直到链表 １为空。 图 １　工件拆分示意图（０ ＜λ≤１）

Ｆｉｇ．１　Ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ（０ ＜λ≤１）

３　实例模拟及结果分析

以下叙述中，时间单位均为 ｓ；取 pｍｉｎ ＝０畅０３tａｖｅ，则 ｅｓｐ＝０畅０３。
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实例 １：１１个可拆分的工件，其加工时间见表 １。
表 １　工件加工时间
Ｔａｂ畅１　Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ ｔｉｍｅｓ

工件 １ +２ 哪３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１
加工时间 ４０ ��畅１６ ３７ 棗棗畅６１ ３３ 00畅３９ ３２ 缮缮畅１３ １４２ xx畅８０ ２６ ��畅６２ ２６ 敂敂畅６９ １３ --畅８７ ８ ��畅５７ ２９ __畅４８ １２ ��畅９０

3畅1　与常规方法的比较
方案 １：由 ６台机器加工。
６台机器加工 １１ 个工件的平均时间即最优解下界为 ６７畅３７，工件长度的最小阀值 pｍｉｎ ＝２畅０２。 ５号工件

的加工时间为 １４２畅８，大于工件的平均完工时间与工件长度的最小阀值之和 ６９畅３９，所以被拆分成 ３ 个长度
分别为：６７畅５７、６７畅５７和 ７畅６５的子工件，其中长度为 ６７畅５７ 的 ２ 个子工件分别被分配给 １ 号和 ２ 号机器加
工，而长度为 ７畅６５的子工件和另外 １０个工件在 ３号到 ６号机器上进行排序。
表 ２是 ５号工件被拆分 ２次后，长度为 ７畅６５ 的子工件和另外 １０ 个工件在 ３ 号到 ６ 号机器上的最优排

序，对应的最优解为 ６７畅６６。
表 ３是 ６台机器加工 １１个工件本文算法的近似结果，其中包括：工件的加工方案、对应于此加工方案的

工件 Jj 在机器 M k 上的加工量 Qj，k以及工件 Jj 的完工时间和机器 Mk 的完工时间。 由表 ３ 可看出：５号工件
被拆分成 ３个长度分别为：６７畅５７、６７畅５７和 ７畅６５的子工件，其中长度为 ６７畅５７的 ２ 个子工件分别被分配给 １
号和 ２号机器加工，而长度为 ７畅６５的子工件和另外 １０个工件在 ３ 号到 ６号机器上进行排序，由于在 ３ 号到
６号机器上排序期间再没有工件被拆分，所以此排序实际上是按 ＬＰＴ算法进行的。 也就是说，在此例中本文
算法和常规方法结果相同，所得近似解为 ６９畅２６，相对于最优解下界的误差为 ２畅８％。

表 ２　最优解
Ｔａｂ畅２　Ｏｐｔｉｍｕｍ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

机器 工件序列 工件加工量 工件完工时间 机器完工时间 近似解

１ ５ ６７ 墘墘畅５７ ６７ 噰噰畅５７ ６７ LL畅５７
２ 祆５ ６７ 墘墘畅５７ ６７ 噰噰畅５７ ６７ LL畅５７
３ 祆１ －８ －１１ ４０ 墘墘畅１６ －１３ 乔畅８７ －１２  畅９０ ４０ 噰噰畅１６ －５４ 排畅０３ －６６  畅９３ ６６ LL畅９３
４ 祆２ －１０ 怂３７ 墘墘畅６１ －２９ 乔畅４８ ３７ 噰噰畅６１ －６７ 排畅０９ ６７ LL畅０９
５ ３ －６ －５ ３３ 墘墘畅３９ －２６ 乔畅６２ －７ 刎畅６５ ３３ 噰噰畅３９ －６０ 排畅０１ －６７  畅６６ ６７ LL畅６６ ６７ 敂敂畅６６
６ ４ －７ －９ ３２ 墘墘畅１３ －－２６ $畅６９ －８ 5畅５７ ３２ 噰噰畅１３ －５８ 排畅８２ －６７  畅３９ ６７ LL畅３９

表 ３　近似最优解
Ｔａｂ畅３　Ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｏｐｔｉｍｕｍ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

机器 工件序列 工件加工量 工件完工时间 机器完工时间 近似解

１ 祆５  ６７ 墘墘畅５７ ６７ 噰噰畅５７ ６７ LL畅５７
２ 祆５ ６７ 墘墘畅５７ ６７ 噰噰畅５７ ６７ LL畅５７
３ 祆１ －８ －１１ U４０ 墘墘畅１６ －１３ 乔畅８７ －１２  畅９０ ４０ 噰噰畅１６ －５４ 排畅０３ －６６  畅９３ ６６ LL畅９３
４ 祆２ －６ 灋３７ 墘墘畅６１ －２６ 乔畅６２ ３７ 噰噰畅６１ －６４ 排畅２３ ６４ LL畅２３
５ 祆３ －７ －９ (３３ 墘墘畅３９ －２６ 乔畅６９ －８ 刎畅５７ ３３ 噰噰畅３９ －６０ 排畅０８ －６８  畅６５ ６８ LL畅６５
６ 祆４ －１０ －５ ３２ 墘墘畅１３ －２９ 乔畅４８ －７ 刎畅６５ ３２ 噰噰畅１ －６１ 槝畅６１ －６９ 种畅２６ ６９ LL畅２６ ６９ 敂敂畅２６

　　方案 ２：由 ４台机器加工。
表 ４是 ４台机器加工 １１个工件的近似方案，其最优解下界为 １０１畅０６，工件长度的最小阀值 pｍｉｎ ＝３畅０３。

如果用常规方法，首先，５号工件被拆分成 ２个子工件；其次，用 ＬＰＴ方法将剩余工件在 ２号、３号和 ４号机器
上进行排序，得近似解为 １０６畅１９，相对于最优解下界的误差为 ５畅０８％；用本文算法，在工件分配的过程中，除
５号工件外，当 ９号工件被分配给 ４ 号机器时，４ 号机器的完工时间为 １０６畅１９，大于机器的平均完工时间
１０１畅０６与工件长度最小阀值 ３畅０３之和，此时，９ 号工件相对于 ４号机器当前的情形为超长工件，被拆分成 ２
个子工件，分别由 ２ 和 ４ 号机器加工，最终本文近似解为 １０２畅６２，相对于最优解下界的误差为 １畅５４％。 比传
统方法近似解的误差降低了 ３畅５４％，说明本文算法确实起到了缩短工件完工时间的功效。
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表 ４　近似最优解
Ｔａｂ畅４　Ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｏｐｔｉｍｕｍ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

机器 工件序列 工件加工量 工件完工时间 机器完工时间 近似解

１ 破５ 腚１０１   畅３６ １０１  畅３６ １０１ +畅３６
２ 破５ －１０ －７ －９ ４１ 眄眄畅４４ －２９  畅４８ －２６ !畅６９ －３  畅５７ ４１   畅４４ －７０ *畅９２ －９７ D畅６１ －１０１ 唵畅１８ １０１ 行行畅１８
３ 破１ －４ －８ －１１ 亖４０ 眄眄畅１６ －３２  畅１３ －１３ !畅８７ －１２ ;畅９０ ４０   畅１６ －７２ *畅２９ －８６ D畅１６ －９９ ^畅０６ ９９ 技技畅０６
４ 破２ －３ －６ －９ Y３７ 眄眄畅６１ －３３  畅３９ －２６ !畅６２ －５  畅００ ３７   畅６１ －７１ *畅００ －９７ D畅６２ －１０２ 唵畅６２ １０２ 行行畅６２ １０２ 舷舷畅６２

3畅2　算法性能测评
为考察本文算法的性能，引入负载均方差和负载相对均方差分指标［１０］ 。 负载均方差和负载相对均方差

是评价各台机器上负载平衡性的性能指标：其值越小，说明各台机器上的负载越平衡，机器的完工时间就越
短，算法的性能就越好。 相对误差指近似解相对于最优解下界的误差。
３畅２畅１　不同机器加工相同工件

表 ５给出 １１个工件在不同机器上加工所得近似解以及算法的性能指标。 由表 ５可以看出，本文近似解
的相对误差在 ０畅３２％－２畅８１％之间，均小于 ３％，说明本文算法可信。 相对误差并不随机器个数的增减而有
较大幅度的变化，说明本文算法相对于机器台数性能稳定。 性能指标说明每台机器上的负载相当平衡，说明
本文算法整体性能良好。

表 ５　计算结果和性能
Ｔａｂ畅５　Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｎｄ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ

机器数 最优解下界 近似解 相对误差（％） 负载均方差 负载相对均方差（％）
３ ~１３４ gg畅７２ １３５ ff畅１５ ０ 亖亖畅３２ ０   畅１６２ ６ ０ 媼媼畅１２０ ７
７ ~５７ PP畅７５ ５８ OO畅８１ １ 亖亖畅８４ ０   畅５３１ ０ ０ 媼媼畅９１９ ５
１２ ３３ PP畅６９ ３３ OO畅９７ ０ 亖亖畅８３ ０   畅０８２ ８ ０ 媼媼畅２４５ ７
２４ １６ PP畅８４ １７ OO畅２１ ２ 亖亖畅２０ ０   畅２０７ ３ １ 媼媼畅２３１ ０

３畅２畅２　同一机器加工不同工件
实例 ２：１７个可拆分的工件，其加工时间见表 ６，分别由 ６台、９台和 １２台机器加工。
表 ７给出由 ６台、９台和１２ 台机器加工表１和表 ６中的工件所得的近似结果。 可以发现：表７所示近似

解的相对误差同样不大于 ２畅８１％，说明本文算法相对于工件规模性能稳定。
两方面数值实验的结果表明，本文算法性能良好，能给出好的近似最优解。

表 ６　工件加工时间
Ｔａｂ畅６　Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ ｔｉｍｅｓ 　

工件 加工时间 工件 加工时间 工件 加工时间 工件 加工时间

１ １９１ 鞍鞍畅６４ ２ ７１   畅８１ ３ ３２ rr畅６４ ４ U１４ 揶揶畅６９
５  １４ 櫃櫃畅６９ ６ |５ 镲镲畅７０ ７ １４ rr畅９９ ８ U１４ 揶揶畅９９
９ ５ 儍儍畅７１ １０ 摀５ 镲镲畅２６ １１ �１０５ 垐垐畅２６ １２ l１３８ 貂貂畅７２
１３ '１２９ 鞍鞍畅２５ １４ １２   畅５７ １５ �７７ rr畅１１ １６ l４７ 揶揶畅８６

表 ７　计算结果
Ｔａｂ畅７　Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ

机器数 工件数 最优解下界 近似解 近似解／最优解下界 相对误差（％）

６
１１
１６

６７ 後後畅３７
１６７ �畅１５

６９ 噜噜畅２６
１６８ 鼢畅４０

１   畅０２８ １
１  畅００７ ５

２ ��畅８１
０ �畅７５

９ Y１１
１６ &

４４ 後後畅９１
１１１ �畅４３

４５ 噜噜畅８７
１１３ 鼢畅３２

１   畅０２０ ９
１  畅０１７ ０

２ ��畅０９
１ �畅７０

１２ p１１
１６ &

３３ 後後畅６９
８３ 後畅５８

３３ 噜噜畅９７
８５ 噜畅６０

１   畅００８ ３
１  畅０２４ ２

０ ��畅８３
２ �畅４２

４　结束语

对工件拆分方式有限制的极小化最大完工时间的平行机排序问题进行了研究，该问题是 ＮＰ难的。 借

７８第 ４期 郑秋亚等：可拆分平行机排序问题的一个启发式算法



用 ＬＰＴ算法的思想，提出了一个求解该问题的启发式算法，该算法实施在多个实例上所得近似最优解相对
到最优解下界的误差不大于 ２畅８１％。 该算法与常规方法相比，缩短了工件的完工时间。 数值结果和各种性
能指标说明了本文算法稳定，能给出好的决策方案。
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Abstract：Ａｎ ｉｄｅｎｔｉｃａｌ ｐａｒａｌｌｅｌ ｍａｃｈｉｎｅ ｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈ ｊｏｂ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｔｏ ｍｉｎｉｍｉｚｅ ｍａｋｅｓｐａｎ ｉｓ ｓｔｕｄｉｅｄ ｔｏ
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