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摘　要：根据不相关性与独立的等价概念，给出了有限离散随机变量的二维联合概率分布的一
种描述方法。 将两点值的情况推广到多点离散值的情况，当给出两个随机变量的边缘分布及合
适的有限阶幂互协方差函数（或高阶相关系数）时，可得两维联合概率分布列，使两个随机变量
的不相关性与独立性有一系统地描述和一个完整的表达形式。 经过仿真验证了此方法的有效
性。 将得到的表示形式应用在数据信道通信的分析中，用信道两端的相关系数来描述输入输出
的信息耦合，对信息理论是一个很好的补充。 该方法与信息论中的平均互信息、数据处理定理
相对应，得到非常美观的公式及非常理想的特性。
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两个独立随机变量的联合概率密度函数等于各自的概率密度函数的乘积
［１］ 。 当２ 个边缘概率密度函数

的乘积不等于联合概率密度函数时，称为 ２个随机变量不独立。 因此，由联合概率密度函数可唯一确定 ２ 个
随机变量的边缘概率密度函数，反之不能成立［１］ 。 为此，文中将进一步讨论两者等价的条件。
在随机变量的数字特征分析中，若 ２个随机变量的（线性）相关系数定义为 rXY，或用 ２ 个随机变量的协

方差 ｃｏｖ（X，Y）来描述。 当 rXY ＝０或 ｃｏｖ（X，Y） ＝０为不相关。 一般情况下，（线性）不相关是独立的必要条
件，并非充分条件。 即独立必定是（线性）不相关的 rXy ＝０，而线性不相关不能推出独立。
　　由不相关性与独立性等价的方法，将协方差函数定义推广为高阶的形式：
ｃｏｖ（Xm，Yn）扯E［Xm －E（Xm）］［Yn －E（Yn）］ ＝E［XmYn］ －E［Xm］E［Yn］ ＝rXmYnσXmσYn， m，n ＝１，２，⋯ （１）
式中：r若随机变量 X、Y满足 ｃｏｖ（Xm，Yn） ＝０（m，n ＝
１，２，⋯）与随机变量 X、Y独立等价。

显然，（线性）不相关（m＝n＝１）仅仅是（高阶）不
相关（m，n＝１，２，⋯）的特例。
因此给出了高阶不相关与独立的逻辑图，见图 １。

　　２个随机变量只取 ２ 个值的情况下，不相关与独
立等价［１］ 。 通过细致分析，得到多点离散值的情况，
给出了一种二维离散随机变量的联合分布表达形式。
并讨论了各参数隔离的问题，给出了一个非常清晰的
描述方法。

图 １　不相关与独立逻辑关系
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１　２个有限离散随机变量的联合概率分布统一描述

根据文献［４］，设随机变量 X的概率空间
x１ x２ ⋯ xm
p１ p２ ⋯ pm

，pi ＞０，∑
m

i ＝１
pi ＝１

随机变量 Y的概率空间为
y１ y２ ⋯ yn
q１ q２ ⋯ qn

，qj ＞０，∑
n

j ＝１
qi ＝１

定理１　所有互不相同分量 xi 从小到大排列表示行，所有互不相同分量 yj 从小到大排列表示列，其X、Y
的联合概率分布列矩阵为：
f１１ f１１ ⋯ f１n
f２１ f２２ ⋯ f２n
… … …
fm１ fm２ ⋯ fmn

＝

１ １ ⋯ １
x１ x２ ⋯ xm
… … …
xm －１
１ xm －１

２ ⋯ xm －１
m

－１

E（XmYＴ
n）

１ y１ ⋯ yn －１
１

１ y２ ⋯ yn －１
２

… … …
１ yn ⋯ yn －１

n

＝

p１
p２
…
pm

（q１　q２　⋯　qn） ＋

１ １ ⋯ １
x１ x２ ⋯ xm
… … …
xm －１
１ xm －１

２ ⋯ xm －１
m

－１

ｃｏｖ（Xm，Yn）

１ y１ ⋯ yn －１
１

１ y２ ⋯ yn －１
２

… … …
１ yn ⋯ yn －１

n

－１

（２）

２　基正交函数的幂协方差阵

根据文献［６］，由于各幂协方差函数是线性无关的，为排除他们之间耦合关系，采用正交多项式矩阵代
替矩阵 X的 ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵。 可设φi（x）为第 i个加权正交多项式函数，满足如下关系：
故离散矩阵表示形式：

φ０（x１） φ０（x２ ） ⋯ φ０（xm）
φ１（x１） φ１（x２ ） ⋯ φ１（xm）
… … …

φm －１（x１ ） φm －１（x２ ） ⋯ φm －１（xm）

＝

１
a１１ １

a２１ a２２ １

… … 碷
a（m －１）１ a（m －１）２ ⋯ ⋯ １

１ １ ⋯ １
x１ x２ ⋯ xm
x２１ x２２ ⋯ x２m
… … …
xm －１
１ xm －１

２ ⋯ xm －１
m

（３）

式中：若采用幂级数函数，有φ０（X） ＝１；　φ１（X） ＝X－E（X）；

φk（X） ＝Xk － １ X ⋯ Xk －１

１ E（X） ⋯ E（Xk －１）
E（X） E（X２ ） ⋯ E（Xk）
… … …

E（Xk －１） E（Xk） ⋯ E（X２k －１）

－１ E（Xk）
E（Xk ＋１）

…
E（X２k －１）

，k＝１，２，⋯，m－１ （４）

设式（３）左端矩阵为ΦX，则有：

ΦXPm ＝ E（φ０（X）） E（φ１（X）） ⋯ E（φm －１（X）） Ｔ ＝ １ ０ ⋯ ０ （５）
由于式（３）左端矩阵为ΦX 是行加权正交的，可对ΦX 矩阵进行归一化处理，处理后的矩阵为珡ΦX ＝ｄｉａｇ

（１，σ－１
φ１ ⋯，σ－１

φm ）ΦX，故有珡ΦXP珡ΦＴ
X ＝I，珡Φ－１

X ＝P珡ΦＴ
X。 P扯ｄｉａｇ（p１ ，p２ ，⋯，pm）。 同理有珔φn（yj） 及珡ΦY。

定理 ２　给定互不相同分量 xi 及 yj，i＝１，２，⋯，m；　j ＝１，２，⋯，n，及 ２个边缘分布列， 采用加权（分布
列）正交多项式矩阵和各阶相关系数，X、Y的联合概率分布列矩阵具有以下关系：

［ fij］ m ×n ＝珡Φ
Ｔ
X［r（ i －１）（ j －１） ］m ×n珡ΦY ＝

p１
…
pm

q１ ⋯ qn ＋Am ×（m －１） ［rij］ （m －１） ×（n －１）B（n －１） ×n （６）
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式中：Am ×（m －１） ＝

p１珔φ１（x１ ） ⋯ p１珔φm －１（x１ ）
p２珔φ１（x２ ） ⋯ p２珔φm －１（x２ ）

… …
pm珔φ１（xm） ⋯ pm珔φm －１（xm）

为 P珡ΦＴ
X矩阵去掉第１列的矩阵；B（ n －１） ×n为珡ΦYQ矩阵去掉第

１行的矩阵；　Q扯ｄｉａｇ（q１ ，q２ ，⋯，qn）。
通过仿真，验证了该公式的正确性和有效性。

３　信道传输问题分析

１）级联信道相关性分析
根据文献［２］可知，若级联离散二元无记忆信道构成马尔可夫链，如有级联关系：X→［BXY］→Y→［BYZ］

→Z→［BZW］→W，则：BXZ ＝BXYBYZ，BXW ＝BXYBYZBZW。

由 ｜BXZ ｜＝｜rφXZ ｜
s１ s２⋯sm
p１p２⋯pm ＝｜BXYBYZ ｜＝｜BXY ｜｜BYZ ｜＝｜rφXY ｜

q１q２⋯qm
p１p２⋯pm ｜rφYZ ｜

s１ s２⋯sm
q１q２⋯qm ，则有：｜rφXZ ｜

＝｜rφXY ｜｜rφYZ ｜，同理有：　｜rφXW ｜＝｜rφXY ｜｜rφYZ ｜｜rφZW ｜。
它很好地反映了数据处理定理的重要性质：级联信道只会丢失更多的信息。 线性相关系数越级联越小，

反映了级联信息的丢失。
２）信道输入输出幂相关系数阵极值分析
若给定信道，当｜BXY ｜＝０ 时，｜rφXY ｜＝０；信道没有信息耦合，信道前后变量联合无关；

抄
抄pi ｜rφXY ｜

２
（m －１） ×（m －１） ＝｜BXY ｜

２
m ×m

p１p２⋯pm
q１q２⋯qm

１
pi －∑

m

j＝１

bij
qj

＝０，qj ＝∑
m

i ＝１
pibij　　j＝１，２，⋯，m

改变 p１ ，p２ ，⋯，pm 可使｜rφXY ｜２ 达到最大值。 可以证明：当 p１ ＝
珋b２b２

珋b１b１ ＋ 珋b２b２
，p２ ＝

珋b１b１
珋b１b１ ＋ 珋b２b２

时，有：

rXYｍａｘ ＝ 珋b１珋b２ － b１b２ ，即：｜rXY ｜≤｜ 珋b１珋b２ － b１b２ ｜。

而 q１ ＝ 珋b１b２
珋b１珋b２ ＋ b１b２
珋b１b１ ＋ 珋b２b２

　， q２ ＝ b１珋b２
珋b１珋b２ ＋ b１b２
珋b１b１ ＋ 珋b２b２

，
p１
q１ ＝

珋b２ ／珋b１
珋b１珋b２ ＋ b１b２

　，
p２
q２ ＝

珋b１ ／珋b２
珋b１珋b２ ＋ b１b２

，

而此时
q１q２
p１p２ ＝ 珋b１珋b２ ＋ b１b２ ；rXYｍａｘ相当于信道能够传输的最大的相关系数值，这时输入分布达到与信道

的匹配。 可与信息论课程中的信道容量所对应。 rXY具有与输入分布的极大值和最差信道的极小值（ ｜BXY ｜
＝０）。

若信道对称 b１ ＝b２ ＝b时，最大的输入输出耦合系数 rXYｍａｘ ＝珋b －b。 当 b ＝０，rXY ＝１ 时，rXYｍａｘ ＝ 珋b１珋b２ －

b１b２即：｜rXY ｜≤｜ 珋b１珋b２ － b１b２ ｜。
它的特点类似于平均互信息的极值性，但比平均互信息的（非线性）计算简单得多，易于理解，且概念非

常清楚，二者结论非常相似。 由于二元数据通信的普遍性，其结论具有重要意义。

４　总结

根据相关性与独立的等价概念，给出了有限离散随机变量的二维联合概率分布的一种描述方法。 当给
出 ２ 个随机变量的边缘分布及合适的有限阶互协方差函数（或高阶相关系数、正交多项式系数），可得两维
联合概率分布列，使 ２ 个随机变量的相关性与独立性有一系统地描述，对这一问题有一个清晰认识，在教学
和科研中都具有重要作用。

参考文献：

［ １ ］　谢兴武，李宏伟．概率统计释难解疑［Ｍ］．北京：科学出版社，２００７畅

５７第 ２期 刘进忙等：二维多态联合概率分布及信息传输理论研究



ＸＩＥ Ｘｉｎｇｗｕ，ＬＩ Ｈｏｎｇｗｅｉ．Ｔｈｅ Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ Ｐｏｓｓｉｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ［Ｍ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｐｒｅｓｓ，２００７畅（ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）
［ ２ ］　傅祖芸．信息论———基础理论与应用［Ｍ］．北京：电子工业出版社，２００１畅

ＦＵ Ｚｕｙｕｎ．Ｔｈｅ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ：Ｂａｓｉｃ Ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ［Ｍ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓ Ｉｎｄｕｓｔｒｙ Ｐｒｅｓｓ，２００１畅（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）
［ ３ ］　郑阿奇畅ＭＡＴＬＡＢ实用教程［Ｍ］．北京：电子工业出版社，２００４畅

ＺＨＥＮＧ Ａｑｉ．ＭＡＴＬＡＢ Ｔｕｔｏｒｉａｌ［Ｍ］畅Ｂｅｉｊｉｎｇ：Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓ Ｉｎｄｕｓｔｒｙ Ｐｒｅｓｓ，２００４畅（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）
［ ４ ］　陈俊雅，王秀英．概率论与数理统计中的反例［Ｍ］．天津：科学技术出版社，１９９３畅

ＣＨＥＮ Ｊｕｎｙａ，ＷＡＮＧ Ｘｉｕｙｉｎｇ．Ｃｏｕｎｔｅｒｅｘａｍｐｌｅｓ ｏｆ Ｐｏｓｓｉｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ［Ｍ］．Ｔｉａｎｊｉｎ： Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏ-
ｇｙ Ｐｕｂｌｉｓｈｉｎｇ Ｃｏｍｐａｎｙ，１９９３畅（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［ ５ ］　朱华，黄辉宁．随机信号分析［Ｍ］．北京：北京理工大学出版社，２００２畅
ＺＨＵ Ｈｕａ，ＨＵＡＮＧ Ｈｕｉｎｉｎｇ．Ｒａｎｄｏｍ Ｓｉｇｎａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ［Ｍ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：Ｂｅｉｊｉｎｇ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｕｂｌｉｓｈｉｎｇ Ｃｏｍｐａｎｙ，２００２畅（ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［ ６ ］　柳重堪．正交函数及其应用［Ｍ］．北京：国防工业出版社，１９８２畅
ＬＩＵ Ｚｈｏｎｇｋａｎ．Ｏｒｔｈｏｎｏｒｍａｌ Ｆｕｎｃｔｉｏｎ’ｓ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ［Ｍ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｄｅｆｅｎｃｅ Ｉｎｄｕｓｔｒｙ Ｐｒｅｓｓ，１９８２畅（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［ ７ ］　ＩＥＥＥ １１０９畅０１ －２００７．Ｔｈｅ α－μＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ： Ａ Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｆａｄｉｎｇ Ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｓｔａｃｙ Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ［Ｓ］．
［ ８ ］　ＩＥＥＥ １１０９畅０３ －２００７．Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ＭＩＭＯ－ＭＲＣ ｉｎ Ｄｏｕｂｌｅ－Ｃｏｒｒｅｌａｔｅｄ Ｒａｙｌｅｉｇｈ Ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔｓ［Ｓ］．
［ ９ ］　ＩＥＥＥ １１０９畅０７ －２００８．Ｏｎ ｔｈｅ Ｍｕｔｕａｌ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ＯＦＤＭ－Ｂａｓｅｄ Ｓｐａｔｉａｌ Ｍｕｌｔｉｐｌｅｘｉｎｇ： Ｅｘａｃｔ Ｖａｒｉａｎｃｅ ａｎｄ Ｏｕｔ-

ａｇｅ Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ［Ｓ］．
［ １０］　ＩＥＥＥ １１０９畅２００７．Ｏｎ ｔｈｅ Ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅ Ｗｅｉｂｕｌｌ Ｆａｄｉｎｇ Ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ Ａｒｂｉｔｒａｒｙ Ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ Ｍａｔｒｉｘ［Ｓ］畅

（编辑：徐楠楠）

Two Dimensional Joint Probability Distribution of Multi －states
and the Research on the Information Transfers

ＬＩＵ Ｊｉｎ－ｍａｎｇ１ ，ＺＨＡＮＧ Ｙａ－ｘｕｎ１ ，ＹＵＡＮ Ｘｉｕ－ｊｉｕ２

（１．Ｍｉｓｓｉｌｅ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ， Ａｉｒ Ｆｏｒｃｅ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｓａｎｙｕａｎ ７１３８００， Ｓｈａａｎｘｉ， Ｃｈｉｎａ； ２．Ｓｃｉｅｎｃｅｓ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ，
Ａｉｒ Ｆｏｒｃｅ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｘｉ′ａｎ ７１００５１， Ｃｈｉｎａ）

Abstract：Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ ｉｓ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｔｏ ｔｈｅ ｕｎｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ， ａ ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ ｏｆ ｊｏｉｎｔ
ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅ ｉｓ ｆｏｕｎｄ．Ｔｈｒｏｕｇｈ ｅｘｔｅｎｄｉｎｇ ｔｈｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｗｏ －ｓｔａｔｅ ｔｏ
ｔｈａｔ ｏｆ ｍｕｌｔｉ－ｓｔａｔｅ， ｗｈｅｎ ｔｗｏ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅｓ＇ｍａｒｇｉｎａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｒｉｇｈｔ ｈｉｇｈ ｓｔｅｐｓ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｖｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ
ａｒｅ ｇｉｖｅｎ， ｔｗｏ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｊｏｉｎｔ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｒｏｗ ｃａｎ ｂｅ ｇｏｔ ｔｏ ｍａｋｅ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ ａｎｄ ｕｎｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ ｈａｖｅ ａｎ ｉｎｔｅ-
ｇｒａｔｅｄ ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ ａｎｄ ｅｘｐｒｅｓｓｉｖｅ ｆｏｒｍ．．Ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｖｅｒｉｆｉｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ．Ｂｙ ｔｈｅ ｗａｙ， ｔｈｅ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ
ｏｂｔａｉｎｅｄ ｉｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｄａｔａ ｃｈａｎｎｅｌ ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ．Ｔｈｅ ｉｎ－ｏｕｔ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｉｓ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ
ｂｙ ｃｈａｎｎｅｌ＇ｓ ｐｏｒｔ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｖｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ａ ｆｉｎｅ ｓｕｐｐｌｅｍｅｎｔ ｔｏ ｔｈｅ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ．Ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｃｏｒ-
ｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｗｉｔｈ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ＇ｓ ａｖｅｒａｇｅ ｍｕｔｕａｌ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｎｄ ｄａｔａ ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ ｔｈｅｏｒｅｍ， ａｎｄ ａ ｐｅｒｆｅｃｔ ｆｏｒｍｕｌａ
ａｎｄ ｉｄｅａｌ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ａｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ．
Key words：ｃｏｒｒｅｌａｔｉｖｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ； ｊｏｉｎｔ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ； ｃｈａｎｎｅｌ ｍａｔｒｉｘ

６７ 空军工程大学学报（自然科学版） ２０１０年


