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约束最优控制问题的磨光罚函数算法

李炳杰 ，　黄邵军 ，　白 　路 ，　吕中凯
（空军工程大学 　理学院 ，陕西 　西安 　 ７１００５１）

摘 　要 ：针对约束最优控制问题 ，分析了已有惩罚函数算法存在的缺陷 ，在原惩罚函数的基础

上 ，通过引进磨光参数 ，对原惩罚函数进行了光滑处理 ，构造了带参数的连续可微惩罚函数 ，将

原带约束的最优控制问题转化为含参数无约束光滑的最优控制问题 。利用微分方程解对参数

的连续依赖性 ，得到了无约束条件下近似的极小值原理 ，提出了磨光惩罚函数算法 ，并证明了此

算法的收敛性 。该方法克服了传统简单惩罚函数不可微的缺陷 ，简单可行 ，易于实现 。最后给

出仿真实例验证了该方法的有效性 。
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惩罚函数法是求解约束最优控制问题的一种常用手段［１ － ２］
，但常用的惩罚函数法存在一个明显的缺陷 ，

就是对不等式约束 ，构造的惩罚函数在容许解集合的边界点处不可微 ，给计算编程都带来了很大的不方便 。

磨光法是处理不可微函数或泛函的有效方法之一 ，近年来该方法已广泛应用于数值计算中 ，例如 ，文献［３］利

用磨光参数［４］获得了非光滑分布参数最优控制的差分解 ，文献［５ － ６］求解了具有互补约束条件的优化问题 ，

通过引进了磨光参数将不可微点近似处理为可微点 ，逐步逼近精确解 。

１ 　惩罚函数法和磨光参数

　 　考虑约束最优控制问题 ：

min J（u） ＝ Φ［x（tf ） ，tf ］ ＋∫
t f

t
０

F［x（t） ，u（t） ，t］d t （１）

痹x ＝ f ［x（t） ，u（t） ，t］ 　 　 x（t０ ） ＝ x０ （２）

s ．t 　 gi （x（t） ，u（t） ，t） ≤ ０ 　 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，q （３）

式中 ：x ∈ Rn 是状态向量 ；u ∈ Ur 彻 Rr 是控制向量 ；Ur 是控制向量的容许控制集合 。Φ 、F、f 和 gi （i ＝ １ ，２ ，

⋯ ，q）都是连续可微函数 ，且 f 对 x和 u满足局部 Lipschitz条件 。

为求解该类约束问题 ，引进惩罚函数处理约束条件 ，将性能指标 J（u）增广为 珚J（u） 。

珚J（u） ＝ J（u） ＋ μ∫
t f

t
０
∑
q

i ＝ １

［gi （x（t） ，u（t） ，t）］２ δ（gi ）d t ＝ J（u） ＋ μ∫
t f

t
０
∑
q

i ＝ １

｛max［０ ，gi （x（t） ，u（t） ，t）］｝２ d t
其中 μ为罚因子 ，δ（gi ） ＝

０ gi ≤ ０

１ gi ≥ ０
，当 μ逐步增大时所求得 珚J（u）的无约束最优控制的解收敛于 J（u）的

有约束最优控制的解 。显然 ，max（·）是一个非光滑不可微的函数 ，因此在求解时会带来不方便 。下面引进该

函数的近似函数 ，定义磨光函数［７ －８］
：
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φ（y ，α） ＝
１
２
（y ＋ y２ ＋ α） （４）

式中 α称为磨光参数 。

　 　 性质 １ 　 对于 α ＞ ０ ，φ（y ，α）连续可微并且关于 y的导数满足 ０ ＜
抄
抄 yφ（y ，α） ＜ １ 。

证明 ：不难验证 ，对于任意 α ＞ ０ ，φ（y ，α）连续可微 。且 抄
抄yφ（y ，α） ＝

１
２

１ ＋
y

y２
＋ α

显然 ，φ（y ，α）关于 y的导数满足 ０ ＜
抄
抄 yφ（y ，α） ＜ １ 。

性质 ２ 　 对于 α ＞ ０ ，总有 φ（y ，α） － max（０ ，y） ≤
１
２

α 。

证明 ：如果 y ≤ ０ ，则 max（０ ，y） ＝ ０ ，且有 ：

φ（y ，α） － max（０ ，y） ＝
１
２
（ y２ ＋ α ＋ y） ＝

α

２（ y２ ＋ α － y）
≤

１
２

α

如果 y ＞ ０ ，则 max（０ ，y） ＝ y ，且有

φ（y ，α） － max（０ ，y） ＝
１
２
（ y２ ＋ α ＋ y） － y ＝

１
２
（ y２ ＋ α － y） ≤

１
２

α

由以上 ２条性质可知 ，当 α → ０时 ，φ（y ，α） ≈ max（０ ，y） 。
同理 ，对max［０ ，gi （x（t） ，u（t） ，t）］进行磨光处理 ，引进磨光参数 α ，当 α → ０时 ，max［０ ，gi （x（t） ，u（t） ，t）］

≈
１
２
（gi ＋ g２i ＋ α）

　 　 这样 ，性能指标 珚J（u）被 珟J（u）代替 ：

珚J（u） ≈ 珟J（u） ＝ J（u） ＋ μ∫
t f

t
０
∑
q

i ＝ １

１
２
（gi ＋ g２i ＋ α）

２ d t

２ 　 磨光惩罚函数法及收敛性

如果将性能指标 珚J（u）用 珟J（u）代替 ，可得到惩罚函数法［１］ 的磨光算法 ——— 磨光惩罚函数法 ：

１）给定初始罚因子 μ１ ，放大系数 c ＞ １ ，允许误差 ε ＞ ０ ，k ：＝ １ 。

２）给定初始磨光参数 α１ ，缩小系数 d ＜ １ ，允许磨光误差 σ ＞ ０ ，令 j ：＝ １ 。

３）求解无约束问题 ：

min珟J（u） ＝ J（u） ＋ μk∫
t f

t
０
∑
q

i ＝ １

１
２
（gi ＋ g２i ＋ αj ）

２ d t （５）

痹x ＝ f ［x（t） ，u（t） ，t］ 　 　 x（t０ ） ＝ x０ （６）

设其最优控制为 u（k）j （t） 。如果 j ＝ １ ，αj＋ １ ＝ dα j ，j ：＝ j ＋ １ ，转 ３） ，否则 ，转 ４） 。

４）如果 ‖ u（k）j （t） － u（k）j －１ （t）‖ ＜ σ ，则停止 ，u（k） （t） ＝ u（k）j （t） ，转 ５） ，否则 ，αj＋ １ ＝ dα j ，j ：＝ j ＋ １ ，转 ３） 。

５）若 μk∫
t f

t
０
∑
q

i ＝ １

１
２
（gi ＋ g２i ＋ αj ）

２ d t ＜ ε ，则停止 ，u倡
（t） ＝ u（k） （t） ；否则 ，μk＋ １ ＝ cμk ，k ：＝ k ＋ １ ，转３） 。

要证明磨光惩罚函数法的收敛性 ，只需证明取相同罚因子 μ的情形下 ，当 α → ０时 ，无约束问题的解收敛

于以 珚J（u）为性能指标的无约束问题的解 。

定理 １
［９ －１０］

　 （解对参数的连续依赖性）对于 Cauchy问题
痹x ＝ f （t ，x ，ξ）

x（t０ ） ＝ x０ （７）

若 f 关于 t ，x ，ξ在域 G 炒 R × Rn
× Rr 内连续 ，对 x满足局部 Lipschitz性质 。并假设对于给定的 ξ０ ，此问

题的解在闭区间［a ，b］上存在 ，则对使 ‖ ξ － ξ０ ‖ 虫 １的 ξ ，问题的解仍在［a ，b］上存在 ，而且对 ξ连续 。

定理 ２
［９ －１０］

　 （解对初值和参数的可微性）对于 Cauchy问题 ，设 f （t ，x ，ξ）对 t是 r － １次连续可微 ，对 x
和 ξ是 r次连续可微的 ，则对于 Cauchy 问题的解 x ＝ x（t ，t０ ，x０ ）对 t ，t０ ，x０ ，ξ而言是 r次连续可微的 。

定义 Hamilton函数 珨H（x ，u ，λ ，t） ＝ F（x ，u ，t） ＋ μ ∑
q

i ＝ １

［max（０ ，gi ）］２ ＋ λ
T f （x ，u ，t） ，对 珨H（x ，u ，λ ，t）磨光

６９ 空军工程大学学报（自然科学版） ２００９年



得 ：珮H（x ，u ，λ ，t） ＝ F（x ，u ，t） ＋ μ ∑
q

i ＝ １

１
２
（gi ＋ g２i ＋ α）

２

＋ λ
T f （x ，u ，t） ，由极小值原理 ，珟J（u）取极小的必要

条件是 x（t） ，u（t） ，λ（t）和 tf 满足微分方程组 ：

痹x ＝ f ［x（t） ，u（t） ，t］ 　 　 x（t０ ） ＝ x０ （８）

痹λ ＝ －
抄 珮H
抄x 　 λ（tf ） ＝

抄 Φ
抄x（tf ） （９）

抄 珮H
抄u ＝ ０ （１０）

而 珚J（u）取极小的必要条件是 x（t） ，u（t） ，λ（t）和 tf 满足微分方程组 ：

痹x ＝ f ［x（t） ，u（t） ，t］ 　 　 x（t０ ） ＝ x０ （１１）

痹λ ＝ －
抄 珨H
抄x ，　 λ（tf ） ＝

抄 Φ
抄x（tf ） （１２）

抄 珨H
抄u ＝ ０ （１３）

定理 ３ 　 设 F是连续可微函数 ，f 是连续可微函数且对 x和 u满足局部的 Lipschitz条件 ，如果 x（t ，α） ，

u（t ，α） ，λ（t ，α）满足最优性系统 ，即式（８） －式（１０） ，lim
α→ ０

＋
x（t ，α） ＝ x（t） ，lim

α → ０
＋
u（t ，α） ＝ u（t） ，lim

α→ ０
＋
λ（t ，α） ＝

λ（t） ，则 x（t） ，u（t） ，λ（t）满足最优性系统 ，即式（１１） －式（１２） 。

证明 ：对任意容许控制 u（t） ，由定理的假设条件可知 ，式（８）的解存在 ，不妨设其为 x（u（t）） ，将其代入式

（９） ，设其解为 λ（u（t） ，α） 。令 lim
α→ ０

＋
λ（u（t） ，α） ＝ λ（u（t）） ，由于式（９）是式（１２）在 α ＝ ０时的特殊情形 ，－

抄 珮H
抄 x

是连续函数 ，故由定理 １关于解对参数的连续依赖性质 ，x（u（t）） ，λ（u（t））满足式（１１）和式（１２） 。将 x（u（t））
和 λ（u（t） ，α）代入式（１０）有 ：

　 　 　
抄 珮H
抄u ＝

抄
抄uF（x（u（t）） ，u（t） ，t） ＋ μ ∑

q

i ＝ １

抄
抄u（φ（gi ，α））

２
＋

抄
抄uλ（u（t） ，α）

T f （x（u（t）） ，u（t） ，t） ＋

λ（u（t） ，α）
抄
抄uf （x（u（t）） ，u（t） ，t） （１４）

由定理 ２关于解对初值和参数的可微性质 ，lim
α→ ０

＋

抄
抄uλ（u（t） ，α） ＝

抄
抄uλ（u（t））

抄
抄u（φ（gi ，α））

２
＝ ２φ（gi ，α） 抄

抄gi φ（gi ，α）
抄 gi
抄u ＝

（g２i ＋ gi g２
i ＋ α） ＋ α

g２
i ＋ α

抄 gi
抄u （１５）

lim
α→ ０

＋

抄
抄u（φ（gi ，α））

２
＝ （ | gi | ＋ gi ） 抄gi

抄u （１６）

由文献［１］ ，（max（０ ，gi ））２ 关于 u的次梯度为（| gi | ＋ gi ） 抄 gi
抄u 。

综合式（１４） － 式（１６） ，定理结论得证 。

３ 　 算例

考虑约束最优控制问题 ：

min J（u） ＝ ∫
１

０ x（t） －
１
２
u（t）d t （１７）

痹x（t） ＝ － x（t） ＋ u（t） 　 　 x（０） ＝ １ （１８）

| u（t） | ≤ １ （１９）
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　 　 该问题的最优控制为 ：u倡
（t） ＝

－ １ ０ ≤ t ≤ ln e
２

１ ln e
２

＜ t ≤ １

，

见图 １ 。

　 　 磨光 Hamilton函数为 ：

珮H（x（t） ，u（t） ，λ（t） ，t） ＝ x（t） －
１
２
u（t） ＋ μ

４
｛［u（t） － １ ＋

（u（t） － １）
２
＋ α］

２
＋ ［－ u（t） － １ ＋ （u（t） ＋ １）

２
＋ α］

２
｝ ＋

λ（t）［－ x（t） ＋ u（t）］

图 １ 　 最优控制

Fig ．１ 　 optimal control curve

满足协态方程 ：

痹λ（t） ＝
抄 珮H
抄λ

＝ λ（t） － １ 　 λ（１） ＝
抄 Φ

抄 x（tf ） ＝ ０

对协态方程积分得协态向量为 λ（t） ＝ １ － et 。
　 　由极小值原理得 ：

　 　 　 　 　
抄 珮H
抄u ＝ λ（t） － １

２
＋ μ ２u（t）＋ （u（t） － １）２ ＋ ０畅５α

（u（t） － １）２ ＋ α
－
（u（t）＋ １）

２
＋ ０畅５α

（u（t）＋ １）
２
＋ α

＝

１
２

－ et － １
＋ μ ２u（t）＋ （u（t） － １）２ ＋ ０畅５α

（u（t） － １）２ ＋ α
－
（u（t）＋ １）

２
＋ ０畅５α

（u（t）＋ １）
２
＋ α

＝ ０

对 μ和 α给定不同的常值 ，利用MATLAB软件计算 ，得到不同时间点处控制函数的值 ，下图绘制了当 μ

＝ １００ ０００α分别为 ０畅０１ ，０畅００１ ，０畅０００ ０１时得到的近似最优控制曲线 。

图 ２ 　 μ＝ １００ ０００ ，α分别为 ０畅０１ ，０畅００１ ，０畅０００ ０１的近似最优控制曲线

Fig ．２ 　 Approximative optimal control curves when μ＝ １００ ０００ ，α＝ ０畅０１ ，０畅００１ ，０畅０００ ０１ respectively

　 　从以上仿真图形可以看出 ，当 α→ ０ ，μ很大时 ，利用磨光惩罚函数法得到的近似最优控制曲线无限接近

于精确的控制曲线 ，从而说明本文磨光罚函数算法是可行性的 、有效的 。
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Penalty Function Algorithm for Solving the Constrained Optimal Control Problem

LI Bing － jie ，HUANG Shao － jun ，BAI Lu ，L 册 Zhong － kai
（Science Institute ，Air Force Engineering University ，Xi′an ７１００５１ ，China）

Abstract ：After analyzing the disadvantages of the original penalty function algorithm ，a smoothing parame‐
ter is introduced into constructing the continuous and differential penalty function with parameter for the
constraint optimal control problem ，and a smoothing penalty function algorithm is proposed ，then the con‐
strained optimal control problem is converted into the unconstrained optimal control problem ．According to
continuous dependence on parameter for the solution of differential equation ，an approximate minimum
principle is obtained under non － constrained condition ．With this approach ，the fault of the conventional
penalty function ，i ．e ．the non － differentiable ，is overcome and this approach is simple ，feasible and easy
to come true ．Finally ，the numerical simulation example show s the effectiveness of the algorithm ．

Key words ：optimal control ；Minimum Principle ；penalty function ；smoothing parameter
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Research of Frequency Changing Strategy
for HF Air －Ground Communication

LIU －Gang ，REN Qing － hua ，LIU Yun － jiang ，ZHENG Tong － qing
（Telecommunication Engineering Institute ，Air Force Engineering University ，Xi′an ７１００７７ ，China）

Abstract ：According to the present High Frequency （HF） Air － Ground Communications ， this paper de‐
rives the function relation between aircraf t flying position and time ，simultaneously proposes a new fre‐
quency changing strategy based on SNR sorting ．This new strategy based on ITS area SNR data ascertains
the distribution curve of each channel＇s SNR along time on the route through interpolation method ．At the
same time ，real time frequency application plan on the whole route of plane is given by this strategy ，thus
ensuring that the channel communication quality should be maintained at a high level ，and the REL be re‐
garded as the evaluation standard of channel quality ．Simulation results demonstrate the great improve‐
ment on average SNR and communication reliability on the route ，which insures communications during
flying always being at the optimal channel and overcomes the disadvantage that one frequency only fits one
area＇s communications ．
Key words ：high frequency（HF） ；air － ground communications ；SNR ；reliability ；f requency changing strat‐
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