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分级粗糙集和分级知识约简

袁修久， 　高生强，　杨　宇
（空军工程大学　理学院， 陕西　西安　７１００５１）

摘　要：Ｐａｗｌａｋ 粗糙集模型认为一个元素要么属于一个集合，要么不属于该集合，要么可能属于
该集合，把可能属于该集合的元素的全体称为边界。 Ｐａｗｌａｋ 粗糙集模型对边界的研究较少。 文
章认为对边界的隶属度差别较小的元素以同一个量级属于边界，从而可按一个对象对边界的隶
属量级对边界进行划分。 基于这一思想提出了分级粗糙集模型和分级最大分布约简、分级分布
约简的概念。 给出了这两种约简的判定定理及辨识矩阵以及相应的核属性的等价条件。 分级
粗糙集模型推广了 Ｐａｗｌａｋ粗糙集及变精度粗糙集模型。
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Ｐａｗｌａｋ 粗糙集［１］
把不能用已有知识进行分类的对象都归为边界。 文献［２］提出的变精度模型对 Ｐａｗｌａｋ

粗糙集的边界进行了“压缩”，缩小了边界，它是对边界进行“部分认识”的最早的文献，后来的文献［３ －４］
提出的熵约简和分布约简等概念也在一定的程度上考虑了边界信息。 粗糙隶属函数［５］

是由数据自身提供

的，但是 Ｐａｗｌａｋ粗糙集并未充分地利用这一信息。 分级粗糙集模型推广了 Ｐａｗｌａｋ粗糙集及变精度粗糙集模
型。 属性约简是粗糙集的主要内容，常见的约简有分布约简［３］ 、熵约简［４］和最大分布约简［６］ 、基于变精度粗
糙集模型的约简

［７ －８］
和广义决策约简

［９］
等。 文献［１０］已证明了分布约简和熵约简是等价的。 分布约简要

求约简后的决策表同原决策表的各对象的分布相等。 由于实际中数据常常含有噪音，所以该约简的条件很
“苛刻”。 本文提出的分级分布约简和分级最大分布约简放宽了分布约简和最大分布约简定义的条件，能够
适用包含一定噪音数据的数据集。

１　Ｐａｗｌａｋ 粗糙集和变精度粗糙集模型的不足
Ｐａｗｌａｋ粗糙集利用上近似和下近似近似一个集合。 设 X是论域 U上的任意一个子集， R是 U 上的等

价关系，Ｒｏｕｇｈ集中的粗糙隶属函数定义如下：
μR
X（x） ＝｜X∩［x］ R ｜／｜［x］ R ｜ （１）

式中：｜· ｜表示集合的基数；［x］ R 是 x的等价类。 利用粗糙隶属函数集合 X的下、上近似可以定义为：
R（X） ＝｛x∈U｜μR

X（x） ＝１｝
珔R（X） ＝｛x∈U｜μR

X（x） ＞０｝
X的边界定义为：

BNR（X） ＝｛x∈U｜０ ＜μR
X（x） ＜１｝

　　粗糙隶属函数被理解为一个系数，它表示 x是 X的成员的不精确性。 同一等价类的元素具有相同的不
精确性，边界点上的对象都有不精确性，然而它们的不精确性是不相同的。 粗糙集推广了经典集合论，它认
为一个对象要么属于某个集合，要么不属于某个集合，要么可能属于某个集合。 可能属于某个集合的对象就
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构成了边界，从隶属函数的观点看同一等价类上的对象隶属于某个集合的程度是相同的，而不同等价类中的
对象属于某个集合的程度则可能是不相同的。 然而 Ｐａｗｌａｋ粗糙集不考虑这种的差别，统一认为它们“都可
能属于某个集合”。 这显然不利于我们清晰地认识边界。 Ｚｉａｒｋｏ 在允许一定程度的错误分类率存在的基础
上，对 Ｐａｗｌａｋ粗糙集模型进行了推广，提出了变精度粗糙集模型。

定义 １　设 R是论域 U上的等价关系，X彻U，β∈（０畅５，１］。
Rβ（X） ＝｛x｜μR

X（x）≥β｝
珔Rβ（X） ＝｛x｜μR

X（x）≥１ －β｝
变精度模型边界 BNβ

R（X） ＝｛x｜１ －β＜μR
X（x） ＜β｝，同 Ｐａｗｌａｋ粗糙集边界定义相比，它实质上缩小了边界，即

对部分边界元素进行了明确分类。 但是对于边界 BNβ
R（X）仍然没有深入的认识。

例 １　设论域 U＝｛x１，x２ ，⋯，x１００００ ｝。 记 X１ ＝｛x１ ，x２ ，⋯，x１０００ ｝，X２ ＝｛x１００１ ，x１００２ ，⋯，x２０００ ｝，X３ ＝｛x２００１ ，
x２００２ ，⋯，x２１００ ｝ ，X４ ＝｛x２１０１ ，x２１０２ ，⋯，x２２００ ｝，X５ ＝｛x２２０１ ，x２２０２ ，⋯，x２３００ ｝ ，X６ ＝｛x２３０１ ，x２３０２ ｝，X７ ＝｛x２３０３ ，x２３０４，⋯，
x１００００ ｝，设 X＝｛x１ ，x２ ，⋯，x２５０ ；x１００１ ，x１００２，⋯，，x１２５５ ；x２００１ ，x２００２ ，⋯，x２０５０ ；x２１０１ ，x２１０２ ，⋯，x２１５２；x２２０１ ，x２２０２ ，⋯，x２２９５ ；
x２３０１ ，x２３０２ ｝ ，显然 X１ ，X２ ，X３ ，X４ ，X５ ，X６ ，X７ 是论域 U 的一个划分，则根据式（１）μR

X （X１ ） ＝０畅２５，μR
X （X２ ） ＝

０畅２５５， μR
X（X３ ） ＝０畅５，μR

X（X４ ） ＝０畅５２，μR
X（X５ ） ＝０畅９５，μR

X（X６ ） ＝１。
若取β＝０畅９，则：

BN０畅９
R （X） ＝｛x｜０畅１ ＜μR

X（x） ＜０畅９｝ ＝X１∪X２∪X３∪X４

X１ ，X２ ，X３ ，X４ 中元素属于边界的程度不相同。 x１ 属于边界的程度为 ０畅２５，x１００１属于边界的程度为
０畅２５５，x２００１属于边界的程度为 ０畅５，x２１０１属于边界的程度为 ０畅５２，我们认为 x１ 和 x１００１对边界的隶属程度处在
一个数量级上， x２００１和 x２１０１也处在一个数量级上，因此不加区别。 即可以认为 X１∪X２ 中的元素属于边界的

程度处于同一个数量级上。 X３∪X４ 中的元素属于边界的程度也在一个数量级上，而 X１∪X２ 与 X３∪X４ 中的

元素属于边界的程度有差别。 基于这样的考虑，引入分级粗糙集的概念。

２　分级粗糙模型

定义 ２　设α０，α１，⋯，αn 是给定的常数，并且满足 ０≤α０ ＜α１ ＜⋯＜αn≤１，定义 X的分级近似为：

Rαn（X） ＝｛x｜μX
R（x）≥αn｝

BNα１
α０（X） ＝｛x｜α０ ＜μX

R（x） ＜α１｝

BNαi
αi－１（X） ＝｛x｜αi －１ ＜μ

X
R（x） ＜αi｝，i＝２，３，⋯，n

珔Rαn
α０（X） ＝∪

n

i ＝１
BNαi

αi－１（X）∪Rαn（X）
命题　１）BNαi

αi－１（X）∩BNαj
αj－１（X） ＝碬，i≠j，　i，j＝１，２，⋯，n；

２）BNαi
αi－１（X）∩R（X） ＝碬，i＝１，２，⋯，n；

３）BNR（X） ＝∪
n

i ＝１
BNαi

αi －１（X）。
当 n＝１，αn ＝１，α０ ＝０时，分级粗糙集模型就是 Ｐａｗｌａｋ粗糙集模型。 当 n ＝１，０畅５ ＜αn ＜１，α０ ＝１ －αn，

则分级粗糙集模型就是变精度粗糙集模型。 由命题 １），３）分级粗糙集模型对边界进行了划分。 分级粗糙集
模型可以解释为对论域中的任意 x，要么 x属于 X的程度超过α０，要么不超过 a０ ，要么介于αi －１和αi之间（ i
＝１，２，⋯，n） 。

３　分级属性约简

设（ U， A ∪ ｛ d ｝） 是一个不协调决策表， B 彻 A， RB ＝｛（ x， y ） ｜a （ x ） ＝a （ y ）， a ∈ B ｝，
［x］ B ＝｛y｜（x，y）∈RB｝，Rd ＝｛（x，y） ｜d（x） ＝d（y）｝，U／RB ＝｛［x］ B ｜x∈U｝ ，U／Rd ＝｛［x］ d ｜x∈U｝ ＝｛D１ ，

D２ ，⋯，Dm｝，μ
i
B（x） ＝

｜［x］ B∩Di ｜
｜［x］ B ｜

，i＝１，２，⋯，m。 μB（x） ＝（μ１
B（x），μ２

B（x），⋯，μm
B （x））是决策属性 d在等价
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类［x］ B 上的分布。
记μB０（x） ＝ｍａｘ

１≤ i≤m
｛μi

B（x）｝ ，它表示 d在［x］ B上的最大分布。 设［０，１］ 区间的一个划分 ０ ＝a０ ＜a１ ＜⋯

＜an ＝１把区间［０，１］ 划分成［a０，a１ ］ ，（a１ ，a２ ］ ，⋯，（an －１，an］ ，则任给 x∈U， μB０（x）必落入上面的某个区
间，可将这个区间记为 IBx。 又设μi

A（x）∈IiAx，记 Ix ＝（I１Ax，I２Ax，⋯，ImAx）。
定义 ３　设（U，A∪｛d｝） 是一个决策表， B彻A，且 B非空。
１）对于任意的 x∈U，若μA０（x）∈IAx，总有μB０ （x）∈IAx，则称 B为分级最大分布协调集。 若 B为分级最

大协调集且 B的任何非空真子集不是 B的分级最大分布协调集，则称 B为决策表的分级最大分布约简。
２）对于任意的 x∈U，若μA（x）∈Ix，一定有μB（x）∈Ix，则称 B是一个分级分布协调集。 如果 B是一个

分级分布协调集且 B的任何真子集不是 B的分级分布协调集，则 B称为分级分布约简。
定理 １　设（U，A∪｛d｝） 是一个决策表，B彻A ，且 B非空。
１）B是分级最大分布协调集的充分必要条件为：若对于任意的 x，y∈U，μA０ （x）∈IAx，μA０ （y）∈IAy，且 IAx

≠IAy，则［x］ B∩［y］ B ＝碬。
２）B是分级分布协调集的充分必要条件为：对于任意的 x，y∈U，μA （ x）∈Ix，μA （y）∈Iy，且 Ix≠Iy，则

［x］ B∩［y］ B ＝碬。
证明　只证明 １）。 设 B是分级最大分布协调集，且μA０ （x）∈IAx， μA０ （y）∈IAy，IAx≠IAy，则μB０ （x）∈IAx，

μB０（x）∈IAy。 假如［x］ B∩［y］ B ＝碬，则［x］ B ＝［y］ B。 从而μB０（x） ＝μB０ （y） ，故μB０ （x） 和μB０ （y） 只能属于
IAx和 IAy中的一个，这同μB０ （x）∈IAx，μB０（y）∈IAy，且 IAx≠IAy相矛盾。

反过来，假若存在 x∈U，当μA０ （x）∈IAx，但是μB０ （x）臭IAx，则必有［x］ A≠［x］ B，故一定存在 y∈［x］ B，使
得［x］ A≠［y］ A，设［x］ B ＝ ∪

y∈［ x］ B
［y］ A，由于

μi
B（x） ＝

｜［x］ B ∩ Di ｜
｜［x］ B ｜

＝ ∑
y∈［ x］ B

｜［y］ A ｜
｜［x］ B ｜

｜［y］ A ∩ Di ｜
｜［y］ A ｜

＝∑
y∈［ x］ B

｜［y］ A ｜
｜［x］ B ｜

μi
A（y）

假如对所有的μi
A（y）都有μi

A（y） ∈ IAx，则μi
B（y） ∈ IAx，故必有某个μi

A（y） 臭 IAx。设μi
A（y） ∈ IAy，则 IAx ≠ IAy，

按假设有［x］ B ∩ ［y］ B ＝碬，这同 y∈ ［x］ B相矛盾。
推论 １　设 B１ 彻 B２ 彻 A ，若 B１ 是分级最大分布协调集（分级分布协调集），则 B２ 也是分级最大分布协

调集（分级分布协调集）。
定义 ４　设（U，A∪ ｛d｝） 是一个决策表，记：

D１（x，y） ＝
｛a∈ A｜a（x） ≠ a（y）｝， μA０ （x） ∈ IAx，μA０（y） ∈ IAy 且 IAx ≠ IAy

A， 其他

D２ （x，y） ＝
｛a∈ A｜a（x） ≠ a（y）｝， μA０ （x） ∈ Ix，μAy（y） ∈ IAx 且 Ix ≠ Iy

A， 其他

分别称 Di ＝（Di（x，y）），i ＝１，２，为分级最大分布约简和分级分布约简的辨识矩阵。
分别称 Ml ＝∧ ｛∨ Dl（x，y）｝，l ＝１，２，为分级最大分布约简和分级分布约简的辨识公式。
定理 ２　设（U，A∪ ｛d｝） 是一个决策表， Ml，l ＝１，２ 的极小析取范式为：

Ml ＝∧
pl

k ＝１
（∨

qk

s ＝１
als），l ＝１，２ 。

记Blk ＝｛als ｜s ＝１，２，⋯，qk｝，则｛Blk ｜k ＝１，２，⋯，pl｝ ，l ＝１，２ 分别是分级最大分布约简和分级分布
约简的集合。

记 ｃｏｒl ＝∩
p l

k ＝１
Blk，l ＝１，２ ，分别称 ｃｏｒ l，l ＝１，２ 为分级最大分布约简和分级分布约简的核属性集合。

定理 ３　１）a∈ ｃｏｒ１ 当且仅当存在 x∈ U ，当μA０ （x） ∈ IAx，μ（A－｛ a｝）０ （x） 臭 IAx；
２）a∈ ｃｏｒ２ 当且仅当存在 x∈ U ，当μA（x） ∈ Ix，μA－｛ a｝ （x） 臭 Ix。

４　结束语

Ｐａｗｌａｋ粗糙集模型利用上、下近似近似一个集合，它并没有充分地利用数据所提供的信息。 本文利用
粗糙隶属函数定义了分级粗糙集和分级约简，并且讨论了分级约简的性质。 分级粗糙集推广了 Ｐａｗｌａｋ粗糙
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集模型和变精度粗糙集模型。
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