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摘　要：量子纠错码是量子计算和量子通信可靠运行的保障，构造具有很好参数的量子纠错码
是重要的研究问题之一。 用二元线性码构造量子码的方法有 ＣＳＳ（Ｃａｌｄｅｒｂａｎｋ －Ｓｈｏｒ －Ｓｔｅａｎｅ）
方法和 Ｓｔｅａｎｅ方法，这两种方法都建立在如何构造给定对偶距离的自正交码上，研究了用组合
方法构造二元自正交码问题。 由已知对偶距离的二元自正交码链，用组合方法构造对偶距离为
３、４、５和 ６的二元自正交码， 以及对偶距离为 ３、４、５ 和 ６的二元自正交码构成二元自正交码链
的条件。 在此基础上， 对每个满足 ４７≤n≤７０的 ， 构造出参数为［n， n －s －t， ５］彻［n， n －s，
３］和［n， n－u－v， ６］彻［n， n－v， ４］的 Ｓ－链。 利用所得到的码链，由 Ｓｔｅａｎｅ构造法构造出距
离为 ５和 ６的具有很好参数的量子纠错码，改进了前人得到的几个量子纠错码的参数。
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自 Ｓｈｏｒ［１］和 Ｓｔｅａｎｅ［２］创立量子纠错码理论以来，量子纠错码成为数学、计算机科学和物理学的热门研究
课题，而构造具有很好参数的量子纠错码则是其中的最重要的研究问题之一。

１９９６年， Ｃａｌｄｅｒｂａｎｋ和 Ｓｈｏｒ［３］以及 Ｓｔｅａｎｅ［４］给出第一个基于二元码构造量子纠错码的方法－ＣＳＳ 构造
法 （Ｃａｌｄｅｒｂａｎｋ－Ｓｈｏｒ－Ｓｔｅａｎｅ Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ）。如果有一个对偶距离为 d的二元自正交码，利用 ＣＳＳ构造法就
可得到［n ， n－２k ， d］量子纠错码。 １９９９ 年， Ｓｔｅａｎｅ在文献［５］中改进了 ＣＳＳ构造法，确立了 Ｓｔｅａｎｅ构造
法。 利用 Ｓｔｅａｎｅ构造法构造量子纠错码时需要两个具有特定对偶距离的二元自正交码。 李瑞虎在文献［６］
中将满足 Ｓｔｅａｎｅ构造法的 ２ 个二元码所具有的特性加以抽象概括，引入称为 Ｓ－链的二元码链的概念，将构
造量子纠错码问题转化为 Ｓ－链的构造。

１　预备知识

要构造某些参数的量子纠错码或 Ｓ－链，首先要解决对于给定的码长 n和极小距离 d，如何构造对偶距
离为 d的二元自正交码的问题。 如果 d１ ＞d２ ，如何构造对偶距离分别为 d１和 d２ 的二元自正交码 C１ 和 C２ ，
使得他们的对偶距离分别为 d１和 d２，并且 C２彻C１０为研究这些问题，先对如下概念和定理进行介绍。
设 F２ 为二元域， Fn

２ 为 F２ 上 n维行线性空间， Fn
２ 的 k维子空间 C叫做码长为 n的 k维二元码，并记为

C＝［n，k］； 如果 C的 Ｈａｍｍｉｎｇ距离为 d，则简记为 C＝［n，k，d］ 。
设 X＝（x１ ，x２，⋯，xn），Y＝（y１ ，y２，⋯，yn） ， X与 Y的欧氏（Ｅｕｃｌｉｄ）内积为 X· Y＝x１y１ ＋x２y２ ＋⋯＋xnyn

＝XYＴ。 若 X· Y＝０， 称 X与 Y正交。 若 C是一个 q元［n，k］ 线性码， C的 Ｅｕｃｌｉｄ对偶码记为 C⊥ ＝｛X：X
· Y＝０，对任意的 Y∈C｝， 则 C⊥

为［n，n －k］ 线性码。 若 C彻C⊥，称 C为自正交的； 若 C ＝C⊥，则称 C为自
对偶的。
定理 １　（Ｓｔｅａｎｅ构造法） 如果 C⊥炒C炒C′， 且 k１≥k＋２ ， 则可构造出参数为［［n，k＋k１ －n，≥ｍｉｎ｛d，
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「 ３
２ 棢d１ ｝］］ 的加性量子码。

满足 Ｓｔｅａｎｅ构造法的条件 ２个二元码 C和 C′具有特征 C⊥炒C炒C′。 将这 ２个二元码具有的特征提取
出来并推广到二元码的序列上，就是文献［６］引入的 Ｓ－链的概念。
定义 １　设 Ci ＝［n，ki，di］ 为二元码，１≤i≤m。 若 C⊥

i ＋１炒Ci ＋１炒Ci 且 ki ＋１ ＋１ ，则称码的序列 Cm炒Cm －１

炒⋯炒C２炒C１ 为 Ｓ－链。
对于 Ｓ－链 Cm炒Cm －１炒⋯炒C２炒C１ 中的每个码 Ci，C⊥

i ，是自正交码且对偶距离为 di．本文研究如何由
已知自正交码链及其对偶所构成的 Ｓ－链， 构造出新的对偶距离为 ３、４、５ 和 ６ 的自正交码， 以及它们构成
的自正交码链和 Ｓ－链， 再利用构造的 Ｓ－链构造距离为 ５和 ６ 的量子纠错码。

２　自正交码和 Ｓ－链的构造
本节研究由自正交码链及其对偶所构成的 Ｓ －链， 如何构造出新的对偶距离为 ３、４、５ 和 ６ 的自正交

码。 为简化叙述， 假设 n为偶数， 用 1n ＝（１，１，⋯，１） 表示为全 １向量。
引理 １　设存在 Ｓ－链［n，n －s－t－１，６］炒［n，n －s－１，４］炒［n，n －１，２］ 和［m，m －u －v，５］炒［m，m

－u－v，５］炒［m，m－u，３］。 记 a＝ｍａｘ｛ s，u｝ ＋１，b ＝ｍａｘ｛ t，v｝ ＋a。
１）存在 Ｓ－链［m＋n，m＋n－a－b－t，５］炒［m＋n，m＋n－a，３］；
２）设 m为偶数， 则有 Ｓ－链［m＋n，m＋n－a－b－t－１，t］炒［m＋n，m＋n－a －１，４］炒［m＋n，m＋n －

１，２］。
证明　结论（２）的证明见文献［７］的定理 １．２， 这里仅证明结论（１）。
设 Ｓ－链［n，n－s－t－１，６］炒［n，n －s－１，４］炒［n，n －１，２］中［n，n －s －１，４］炒 码的校验矩阵为 H１ ，

［n，n－s －t－１，６］，码的校验矩阵为 H２ ，其中：

H１ ＝
1n

X
， H２ ＝

H１

Y
１）设 Ｓ－链［m，m－u－v－，５］炒［m，m－u，３］中［m，m－u，３］码的校验矩阵为 H′１，［m，m－u －v，５］码

的校验矩阵为 H′２ ＝
H′１
Y′

。 假定 u≥s，v≥t，设 X０ ＝
　X
0（ u －s） ×n

，Y０ ＝
　Y
1（ v －t） ×n

，构造矩阵H″１，H″２ 分别为：

H″１ ＝
H′１ X０

0１ ×m 1n
，H″2 ＝

H′1 X0

Y′ Y0

1 t ×m X
1１ ×m 1n

　　由已知条件可推出H″１ 的任意两列线性无关，所以H″１ 生成的自正交码的对偶距离为 ３； 仿照文献［７］
的定理 １．２可证明 H″２ 生成的自正交码的对偶距离为５； 由于H″１ 为H″２ 的子矩阵， H″１ 生成的自正交码是
H″２ 生成的自正交码的子码， 故此时结论 １）成立。 同理可证其他情况下结论 １）正确。
文献［８ －９］以及文献［５］研究了码长 ２１≤n≤４０的自正交码链和 Ｓ－链的构造， 其结果可总结如下：
引理 ２　１）存在 Ｓ －链［２３，１２，５］炒［２３，１８，３］，［２４，１３，５］炒［２４，１９，３］，［２４，１２，６］炒［２４，１８，４］炒

［２４，２３，２］，［３１，２１，５］炒［３１，２６，３］，［３２，２１，６］炒［３２，２６，４］炒［３２，３１，２］；
２）如果 ２５≤n≤３０ ， 则存在 Ｓ－链［n，n－１２，５］炒［n，n－６，３］ ； 当 n＝２６，２８，３０ 时， 还存在 Ｓ－链［n，

n－１３，６］炒［n，n－７，４］炒［n，n－１，２］；
３）如果 n＝３６，３８，４０ ， 则存在 Ｓ－链［n，n－１３，５］炒［n，n－６，３］ 和［n，n－１４，６］炒［n，n－７，４］炒［n，n

－１，２］。
利用引理 ２给出的 Ｓ－链， 由引理 １，可构造出码长更大的 Ｓ－链。
定理 ２　 １）存在 Ｓ－链［４７，３０，５］炒［４７，４１，３］，［４８，３１，５］炒［４８，４２，３］，［４８，３０，６］炒［４８，４１，４］，

［５５，３８，５］炒［５５，４９，３］，［５５，４９，３］，［５６，３９，５］炒［５６，５０，３］，［５６，３８，６］炒［５６，４９，４］；
２） 设 ４９≤n≤６２且 n≠５５，５６， 则存在 Ｓ－链［n，n－１９，５］炒［n，n－７，３］， 当 n为偶数时， 还存在 Ｓ－

链［n，n－２０，６］炒［n，n－８，４］炒［n，n－１，２］；
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３） 设 ６３≤n≤７０ ， 则存在 Ｓ－链［n，n－２０，５］炒［n，n －７，３］ ， 当 n 为偶数时， 还存在 Ｓ －链［n，n －
２１，６］炒［n，n－８，４］炒［n，n－１，２］ 。

证明　利用 Ｓ－链［２３，１２，５］炒［２３，１８，３］ 和［２４，１２，６］炒［２４，１８，４］炒［２４，２３，２］ ， 可构造出［４７，
３０，５］炒［４７，４１，３］。

依据引理 ２， 同理可构造出定理中给出的其他 Ｓ－链。

３　量子码的构造

依据 Ｓｔｅａｎｅ 构造法， 利用 Ｓ－链［n，n－x，５］炒［n，n－y，３］可构造出参数为［n，n －x －y，５］ 的量子码，
利用 Ｓ－链［n，n －x－１，６］炒［n，n－y－１，４］可构造出参数为［［n，n －x －y －２，６］的量子码。 依据定理 ２，
可得到如下定理 ３。
定理 ３　１）存在参数为［［４７，２４，５］］，［［４８，２５，５ ］］ ，［［４８，２３，６ ］］ ，［［５５，３２，５ ］］ ，［［５６，３３，５］］，

［［５６，３１，６］］的量子码；
２） 设 ４９≤n≤６２且 n≠５５，５６， 则存在参数为［［n，n－２６，５］］的量子码， 当 n为偶数时， 还存在参数为

［［n，n－２８，６］］ 的量子码；
３） 设 ６３≤n≤７０， 则存在参数为［［n，n－２７，５］］的量子码， 当 n为偶数时， 还存在参数为［［n，n －２９，

６］］的量子码。

４　结束语

当 ６３≤n≤７０时， 定理 ３构造的［［n，n－２７，５］］的量子码， 以及 n为偶数时［［n，n －２９，６］］ 的量子码
是新的结果。 ［［４７，２４，５］］ ，［［４８．２５．５］］ ，［［４８，２３，６］］ ，［［５５，３２，５］］ ，［［５６，３３，５］］ ，［［５６，３１，６］］
比文献［１１］的结果好。 当 ４９≤n≤６２且 n≠５５，５６， 参数为［［n，n－２６，５］］ 的量子码， 以及当 n为偶数时，
参数为［［n，n－２８，６］］ 的量子码与文献［１０］的结果一致。
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