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摘 要:将断裂力学运用于混凝土的裂缝分析，给出了混凝土的断裂准则，分析了该准则的缺陷，将

断裂力学准则与强度理论准则相结合，提出了一种等效断裂变形的模型，根据该模型，推导出了带

裂缝的混凝土体的弹塑性本构关系。
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混凝土材料在承受荷载前，其内部水泥石与骨料的界面之间以及水泥石的内部就已经存在许多微小裂

纹，在外部荷载的作用下，这些微小裂纹进一步发展形成宏观裂缝而导致破坏。把渴凝土中这种微小的裂

纹、裂缝看成是-种缺陷，通常，人们研究这种带缺陷材料的力学性质有两种方法:一种是断裂力学的方法;

一种是损伤力学的方法。损伤力学将海凝土材料视为连续介质场，把包含各种微裂纹和微缺陷的材料笼统

的看成含有损伤场的连续介质，把损伤的发生、发展看作是损伤演变过程，引人适当的损伤变量来描述这种

连续损伤介质的物理力学性质。但损伤力学不能描述应力、能量和裂缝深度之间的关系，不能对系统中 个

给定的裂缝的扩展做出定量的估计。

断裂力学是研究含裂缝的构件在各种环境条件下(包括荷载作用、腐蚀性介质作用、温度变化等)裂缝

的平衡、扩展或失稳的规律，并且研究其强度条件的一门学科。 1昆凝土材料在宏观裂缝发生失稳扩展前，存

在着缓慢的稳定裂缝增长阶段，其裂缝尖端附近存在着一个微裂区。当裂缝增长而形成塑性区或微裂区时，

都要消耗更多的外力功。所以线性断裂力学的判据就不能使用，必须采用非线性断裂力学的分析方法来确

定棍凝土材料的断裂判据。

在对带裂缝的混凝土的工作性质进行分析时，赫尔柏格( Hillerborg) 提出了虚拟裂缝，他把裂缝限制在

单元边界上，一旦裂缝发展，在预制的虚拟裂缝处的双结点便逐渐分离，这种模式极其本构关系可以模拟单

个裂缝的发展。本文在对混凝土的断裂力学准则分析的基础上，参考其他研究者对混凝土裂缝的研究成果，

对混凝土的断裂变形及其本构关系进行探讨。本文所建立的弹塑性本构关系考虑了氓凝土内部微裂缝等缺

陷的发生、发展、交叉、会聚的过程，在工程实践中的应用研究和数值模拟有着重要的作用。

1 混凝土的断裂准则

根据非线性断裂力学，对于 I 型裂缝，混凝土材料断裂的断裂力学准则为

K[::::;;K[C;o~三 Oc ( 1 ) 

式中: K[ 为混凝土裂缝尖端的修正应力强度因子 ;K[C为由凝土的断裂韧度;δ 为 j昆凝土裂缝尖端表面的张

开位移值 ; Oc 为1昆凝土材料所允许的临界值。

断裂力学的准则已经得到了广泛的应用，但将这一准则用于混凝土结构时有两点不足:①这个准则只能

判断已有裂缝是否会发展，是否稳定，但是它不能判断裂缝的开始。而在什么条件下泪凝土开始产生裂缝是
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普遍关心的问题;②对于结构中已存在的单一裂缝，这一准则易于应用，但是海凝土结构中往往有许多裂缝，

目前要计算成群裂缝的应力强度因子或裂缝扩展能量率还没有合适的计算方法。

2 等效断裂变形

为了克服上述缺点，我们将混凝土的断裂力学准则与强度理论准则结合起来。

2. 1 混凝土的强度理论准则

采用混凝土的最大拉应力理论和最大拉应变理论，这一准则可表达为

σ，~f. (2) 8 ，::'三 &1 max (3) 

式中 :σ1为1昆凝土中拉应力;且为1昆凝土抗拉强度 8，为混凝土中拉应变 8'm因为混凝土极限拉伸应变。

按照这一准则，当 σ <1.时，混凝土不开裂;当 σ注f，时 J昆凝土将在垂直于拉应力方向开裂，并且开裂面

上的混凝土将不在继续承担拉应力。

2.2 混凝土的拉伸变形

从1昆凝土的拉伸试验中，可以得出如下结论:①混凝土拉伸时，当应力达到抗拉强度后，应力随着裂缝扩

展而逐渐下降到零;②泪凝土初始开裂后，在裂缝区和非裂缝区的应变有本质不同。在非裂缝区的应变随着

应力的减小而减小(回缩) ，而在裂缝区的应变则随应力的减小而增大;③裂缝处的应变，实质上是包括裂缝

在内应变仪表距范围内的平均变形。试件开裂后试件的相对伸长为

!J..Z = 8Z + W (4) 

式中 :ε 为裂缝区外的混凝土应变为试件长度或量测应变时的表距 W为裂缝张开的宽度。

于是，试件的平均变形为

8 w =!J..l/Z =80 + W/Z (5) 

当试件未开裂时 W=Û ， 8m =800 当试件开裂后，由于裂缝区外海凝土应变回缩变小，平均变形主要取决
于裂缝宽度 W ， 即

8 m =W/l (6) 

这表明，试件的平均变形与试件长度或应变仪表距大小有关，所取 l 越大，平均变形就越小。所以，在1昆

凝土开裂后，用 σ -W 曲线来描述本构关系更为确切。

2.3 分布裂缝

所谓分布裂缝，就是将单个裂缝用"连续"的分布裂缝来代替。在这一裂缝模型中，若某一单元内的代

表性应力超过了棍凝土的抗拉强度，则认为该单元开裂，即假定在该单元内垂直于拉应力方向形成无数的、

彼此平行的裂缝，而不是只形成一条单独的裂缝。这样，在混凝土中出现的裂缝是微小的，充满整个单元的，

而且是"连续"的，因而仍可把连续介质力学的原理运用于带裂缝的混凝土体。

这种裂缝模式不需要插入特殊的裂缝单元，裂缝的发展可以自动跟踪。但由于不是单独裂缝，也就无法

计算裂缝的宽度，它只能计算出按单元平均的拉伸应变。

2.4 等效断裂变形模型

基于上述分析，这里提出一个等效断裂变形的方法。所谓等效断裂变形，定义为

8f=W/lc (7) 
式中 :W为裂缝的宽度 lc 为特征长度。在试验研究中可取应变仪的表距长度，在有限元数值分析时取 lc = 

jA, A 为单元面积(平面问题) ，或 lc = V/Af , V为单元体积 ， Af 为开裂面面积(三维问题)。

为计算裂缝的宽度 W ，要采用 σ -W 的解析计算公式，也可取直线式或双直线软化曲线，这里采用负指

数计算公式，即

σ=兀Eat=fte-町=且e -a(&-&o) (8) 

式中:fL 为抗拉强度 80 为裂缝开始时的应变 8f 为等效断裂应变 lc 为特征长度;α 为软化系数。

3 带裂缝的混凝土的本构关系

运用分布裂缝模式并引人等效断裂变形以后，实质上以将带裂缝的1昆凝土单元连续化，于是可将它视作
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连续体介质，有关连续体介质力学的原理和方法均可应用，这里采用弹塑性理论推导带裂缝的泪凝土材料的

本构关系。采用弹塑性理论，有 3 个条件必须表明:①屈服条件;②流动法则;③硬化法则。

屈服条件可由屈服面函数决定，即第一强度理论

Ff( 町 ， W(.~'f)) =0 

式中 :σy表示应力函数 ; W( ef) 表示硬化函数。

流动法则采用相关的流动法则，假定流动矢量与屈服面相垂直，即

d[ε'fJ =λ aF 
fδ[σ] 

(9) 

(1 0) 

式中 λ 为待定常数。

关于硬化法则，可根据 σ -W 曲线化为等效的 σ -ef 曲线来确定。

混凝土开裂后，总应变可分为弹性变形与等效断裂变形之和，即

ε = e. + ef 
) -11 ，

，
，
‘
、

应力与弹性变形之间的关系服从虎克定律，即

[σJ=[DJ.[e.J (1 2) 

式中[ DJ是通常的弹性矩阵。

对式(8) ，由全微分法则可得

aF δFδF 
dF=~dσ， +-一~dσ， +…+一~der =0 

θσ aσδef - J 

(1 3 ) 

写成矩阵形式可得

d F = [艺r 们] + [茹苦「 d[Ef]=0

令鸟= [荡去r，称为软化眶。取 n = [妇，则可得

(1 4 ) 

nTD( d[ε] -λn) - Ef . λn = 0 ，于是

λnTD . d-[eJ 
Ef + nTEn 

当 λ> 0 时，裂缝扩展;当 λ= 0 时，为弹性。最后将带裂缝的混凝土的本构关系表示为

(1 5 ) 

[σ] = [DJ f [ ε] ( 16) 

[DJ f为开裂后混凝土的本构关系矩阵。
将以上各式代人式(15) 可得

[DJnnT[DJ [D ], = [D ] - .:. ~ J ...~ r L::' J ( 17) 
f - L~ J Ef + nT[DJn 

这与根据塑性理论推导出的弹塑性本构矩阵的形式完全一致，只要采用相应的参数，有关弹塑性分析的

计算程序就可套用。

4 算例

用1昆凝土的等效断裂变形和弹塑性本构矩阵可以分析计算拔出试验构件的应力 o

直径为 15 cm 的 C20 混凝土圆柱体，中间埋置一根 φ16 mm的钢筋，从两端拉伸钢筋，电阻片埋于钢筋中

间测得钢筋应力，见图 10

材料的主要参数为:钢筋的弹性模量 E， = 2. 06 X 105 MPa ，泪凝土的初始弹性模量 Eo = 2_ 55 X 10
4 

MPa ， r混昆凝土的抗压强度λ= 10 MPa J泪昆凝土的抗拉强度j兀= 1. 1 MPa 。由于对称，取一半试件进行分析

1氓昆凝土采用三角形单元，对钢筋采用线形单元，在钢筋和混凝土之间采用粘结单元。钢筋未达流限，采用弹性

本构关系，单元开裂后采用等效断裂变形。采用不同的拉力 P 进行 3 次实验，分析与实测的钢筋应力分布见

图 2 所示。由图可见，分析与实测的结果基本吻合，令人满意。
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5 结束语

混凝土在一般情况下是带裂缝工作的，其内部是有缺陷的，混凝土的破坏过程也就是其内部微裂缝等缺

陷的发生、发展、交叉、会聚的过程。本文从混凝土材料的特点出发，首先给出了混凝土断裂破坏的断裂力学

准则，分析了其存在的不足，提出了改进的模型。

正确的使用混凝土的本构模型对于混凝土在工程实践中的应用研究和数值模拟有着重要的作用。本文

根据等效断裂变形，采用弹塑性理论推导出了带裂缝的混凝土的本构关系，通过与根据塑性理论得出的弹塑

性本构矩阵对比，证明了其正确性。
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Numerical Analysis of Concrete Cracks ßased on Fracture Mechanics 
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Abstract : Fracture mechanics is adopted in analyzing the concrete cracks. The fracture criterion of concrete is given 

and in addition , the limitations of this criterion are analyzed. To overcome the limitations , the paper combines the 

criterion of fracture mechanics with the criterion of strength theory , presents a model of equivalent fracture distortion 

and , based on the model , derives the stress - strain relationship of the concrete with cracks , 

Key words: fracture mechanics; fracture criterion; equivalent fracture distortion; stress - strain relationship 


