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欧氏空间 Rn 中求一类容积问题的矩阵分析方法

罗石麟， 唐晓兵， 张小水
(空军工程大学导弹学院，陕西三原 7138∞)

摘 要:由组合拓扑学可知，任意凸多面体均为若干个单纯形的某种组合，两者均为规划论中最重

要的基本概念之一，因而在一些计算中对其求积是不可少的。对此，本文提出一个基于矩阵分析的

容积计算方法，井举例说明该方法可用于求解欧氏空间中一类容积问题。
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解线性规划(四)问题著名的Khachian 算法的收故性研究中，涉及到单纯形求积[)]。由于单纯形的基

本重要性，这一求积在许多场合是必须的。对此，本文提出一个简单的求积方法，同时指出，该方法可用于求

解欧氏空间中→类容积问题，因而具有一定的意义。

1 求一类容积问题的矩阵分析方法

定义 1 欧氏空间 R' 中的一个 n 维单纯形是 R' 中 n + 1 个线性元关顶点的凸包=

Il = {x 1 x = 三 α，X ， ,X , E R' , = 1 ,2 , ... ,n + 1 ，工 α= 1 , Vαs 注 o}

定义 2 设 nXn 矩阵 Q 非奇异 ， t E R' ，则称变换 T(x) =t+Qx , VXER' 为 R'→Rn 的一个仿射变换。

引理 l 设子集 SÇR' 在 Riemann 意义下的体积为 V(S) ，则经仿射变换所得的集 T(S) 的体积为 V

(S) 1 detQ 1 。

证明:在任意单值连续变换 y =/(x) 的作用下，其中/:D)→鸟 ，x ， y εR' ;D) ,D2 ç R' 有体积 ， D) 与鸟的

(D) ) 
体积之比为一一一= /11 ，其中 J 为f的雅可比行列式，称之为 V(D1 ) 变换到 V(D2 ) 变化的延伸系数[2]o

(D2 ) 

θTx 
由于 T(x) = t + Qx ，故 /11 = 1 det 一一 1 = 1 detQ 1 ，代人便得。ax 
引理 2[2] 特殊单纯形 40} 叫去 0 ，i=12 ， ， n ， zzzg1 的体积为 V( Il. (0)) =击。

为求任意单纯形Il. E Rn的体积，先引人如下仿射变换 Af) →~.:

三(世J(EL 句叫 )ι = x j - 巧
(0)

] = 1 ,2 ,… ,n 

其中 vz=(UI(0 ，uJBU-- ， uJZ))TeRn ， i=0 ， 1 ， 2 ，… ， no 上式系数矩阵 Q = (巧。旷的 )nx. ， i=1 ， 2 ，…， π

+1 ，j=I ，2 ，… ， n 显然

U (2)- U 
(0) 

]=de! 

(2) v). . -v) V) V) ) V) v) 

(1) . (0) (2) _. (0) U2(n)-u2{0}U2 (1) 一U2 (Z} U 2 
t ，。v2' . - V2 v2' . - V2 

detQ =de = de 

v_ (1) _ 
V_ 

(0) (2) _. (0) (n) _. (0) I I _. (1) (2) v_ (n) . -. vn' . - v. v. . . - V.' 
. 

J L Vn v. " 
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V( ß n ) 1 , r 1 1 … 1 1 I 
由引理 1 知一'.-;~l' , = I detl - - - I I 

'V( ß~U) ) I---l Vo V] … vJ I 
著名数学家L. Lovasz 在估计椭球算法的迭代精度时[4] 就是用的这一单纯形体积公式。另外，在线性

规划中，可行域一般为(有限)超多面体，而多面体可以用组合拓扑学的方法剖分为若干(有限)单纯形。显

然，任意超多面体的体积(在需要估算某些值时)也是可求的。又由引理 2 ，可得:

定理 若顶点町，叭，…。 vn E R
n

线性元关，则由这 n + 1 个顶点构成单纯形的体积为

V=上 1 det r 1 1 . . . 1 11 
n! I L Vo v] … v n J I 

上述方法表明，若凡çw已知或容易计算， v V] ÇRn ，若可以从几由仿射变换 T(x) 得到 V] ，则 V] 的体

积(记为 11 V] 11 )为: 11 V] 11 = I det 守主 I 11 飞 11 。

2 应用举例

2. 1 超椭球的体积

超椭球 ψ(R) ÇR
n ,R = (R] ，儿，… ， Rn) 为半径向量，则其体积 V( ψ) 为

V( 的 =~ι-R]R2 "'Rn
r(亏+1)

这是因为单位超球 φçw的体积为一子L一，而 φ→V的仿射变换矩阵为 Q = diag(R] ， R2' … ， Rn) 。
r( 艺+ 1) 

2.2 阻ee - Minty 斜方体体积

v. Klee 和 G. 1. Minty 在证明线性规划单纯形解法不是好算法时间，构造了一个 n 维斜方体如下:

1 ~X] ~e 

11 -exi _1 ~XI ~exi_l' i =2 ,3 … n (D) J ~ ~-i-I 一 l~O

|0<E <÷
显然，当 ε→0 时 ， (D) 变为 n 维单位正方体。当阻ee - Minty 在(D) 上求解线性规划问题:

min( -xJ 
x]-r]=e 

(四)
x] +S] =1 

x i -exi _] -ri =0 

Xi+exi_]+si=l , i=2 ， 3 ， …， π 

鸟，町，毛主0 ， i=I ， 2 ， …， π 

时，表明了采用单纯形法其迭代步数必须用 2" -1 步，所以它是"坏算法至少对这类问题是难解的。
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现在求(D) 的体积，注意到由单位正方体变为(D) 的仿射变换为

Y1 =X1 +& 

Y2 = (l -&)X2 +&2 

(T).~Y3 = (1-& +&2)X3 +&3 

Y n = (1 - & + &2 - &3 +…+ ( -1) 卜 18川 )Xn +&n 

或(T)Y=b +TX 。其中

Y= (Y1 ,12 ,… ,y.)T 
X=(叭，屿，… JJT
b=(& , &2 , … , &Xn)T 

O~X1'句，… ，xn~1
'-A /'11lIll--ill-ttt\ 

= T (1 - &) 

、
E
B
I
B
l
i
-
-
l
l
l
l
-
-

，

J

-tJ S 、
‘E
J

.... 

, 

O
/

飞

nTL-u 
句
+

4··A FEEEL 

O 

故易知(D) 的体积为:E[1+ 三( _ 1) iγ] 

以上两个例子，表明了本文矩阵分析方法求体积的有效性和简单性。
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Matrix Analysis Method for Some Volume Problems in Euclidean Space Rn 

LU 0 Shi - lin , T ANG Xiao - bing , ZHANG Xiao - shui 

(The Missile InstÍtute , Air Force Engineering University , Sanyuan , Shaanxi 7138∞， China) 

Abstract: According to the viewpoint of combination tope , any convex polyhedron can be composed of some simple

xes , and both convex polyhedron and simplex are important concepts of programming theory , so it 豆 necessary to 

find their volumes in ,some calculations. Aiming at this problem , a method for volume calculation based on matrix a

nalysis is presented in 由is paper , and some examples are given to show 由at 出is method can be used to solve a 

class of volume probl!,!ms in Euclidean space. 
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