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两类含非线性传染率的传染病模型的定性分析
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摘 要:讨论了两类具有非线性传染率的传染病模型，确定了各类平衡点存在的闻值条件，通过构

造 Dulac 函数和 Liapunov 函数，得到了无病平衡点和地方病平衡点全局渐近稳定的充要条件。
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借助数学模型研究传染病的传播过程和动力学行为，已得到了许多结果，并对传染病的防治作出了重要

贡献。描述传染病传播过程和行为的传染病模型中最重要的是对传染率的刻划，常见的传染率形式有双线

性型和标准型[1 -4] 。近些年来，对带有非线性传染率的传染病模型也有了一些研究结果[S -8] 。文献[6]对带

有传染率为β'[psq的传染病模型研究发现，此类模型会发生 Hopf分支而产生周期解。文献[8] 对带有传染率

为南E 的传染病模型研究发现，此类模型会发生脚，在分支、刷分支和同宿分支，井证明了两个极限
环的存在性。

本文将对带有传染率为旦旦的 SIS 型和 SIRS 型传染病模型进行研究，得到了其动力学性态的完整分
H+l 

析结果。

1 模型

以 S=S(t) 、1=I(t) 和 R=R(t) 分别表示 t 时刻易感者、染病者和恢复者的数量，则可得带有传染率为

BIS 
~的 SIS 型和 SIRS 型传染病模型，其描述如下:
H+l 

ldsm ':~ = K - dS - !i'~ _ +γ dt -- -- H + 1 - I 

dJ B1S 
一=且一 - (d + α+γ)1 dt. H + 1 ,_. - . 1 

dS ., .~ BIS 
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SIRS 型 1 d; =苦Ï - (d + α+γ)1 (2) 

苦 =γ1- (d +训
式中 :K 表示对种群的常数输入率 ， d 表示种群的自然死亡率， α 表示染病者的因病死亡率， γ 表示染病者

的恢复率 ， e 表示恢复者的免疫失去率。
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为了便于讨论，作变量代换:

S 1 R 
x = H ,y =万，Z =百

则模型(1)和 (2)分别变为如下系统(3) 、系统 (4) 的形式

(:tt仨←=才…A 1 +y 

dγβ 
旦=旦土 - (d + α+γ)yÃQ(x ， y) 
dtl+yr 

些 =A - 由 å+目
dt 1 + Y 

且业2::= 鱼L_ (d+ α + γ )y y dt 1 + Y ,_. - . 1 / .1 

吉 ='Yy-(d+忖E叫)

式中 A=主，同时，记 Ro = 
U - d(d + α+γ) 

2 SIS 模型分析

85 

(3) 

(4) 

由于 y=o 是系统(3) 的解，所以当初值到0) =0 时忡忡0; 当 y(O) >0 时 ，y(t) >0 。又去1.=0 = 

A+ γ'y>O。同时，由系统(3)有

d(x + y) 
dt 一 =A -d(x +y) - αy运A-d(x+y)

所以liTsup[z(t)+y(t)] 寸。因此，易知集

D = I (x ,y):x >O ，y~O ， x +间?l
为系统(3) 的正不变集，故以下仅在集 D 内讨论。

通过直接计算可得:

A 
定理 1 当 Ro~1 时，系统(3)仅有无病平衡点 P0 ( Xo ,Yo) = ( d ,0) ;当 Ro > 1 时，除无病平衡点 Po外

系统(3)还有唯一的地方病平衡点 p.(x. ,y.) ， 其中

Z =A - (d + α)y~β4 -d(d + α+γ) 
d Je - dγ + (d +β)(d + α) 

定理 2 对于系统(3) ，当 Ro <1时，无病平衡点凡是全局渐近稳定的;当 Ro > 1 时，地方病平衡点 P.

是全局渐近稳定的。

和

证 直接计算可得系统(3) 在平衡点 P。和 P.处的 Jacobi 矩阵分别为

川= [ -; 
γ号)

(d + α+γ)(Ro -l)) 

( , ßy. βx.‘飞
I -a -1 - Y. γ (1 + y.) 2 I 

J(P.} =1 '~ H' I 
|β:Y. ßx.Y. 
\. 1 - Y. (1 + y.) 2 ) 

由 J(Po) 易知，当 Ro < 1 时，凡是局部渐近稳定的;当 Ro > 1 时，凡是不稳定的。

ßy. 同时有 tJ:J( P.) <0 。由于气和 Y.满足-一一 =d + α+γ ，所以有 detl(P.) =. ~'_. = [(d + β )(d + α+ 
1 + Y. 
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γ )-ß'γ] >0。因此 ， P， 是局部渐近稳定的。

1) 由系统(3) 中的第 2 个方程有

击::;;y[声 - (d + α+γ) ]町(d + α+川。 -1 ) 

这里用到 z寸。因此，当 Ro < 1 时， limy(t) =0。结合 Po 的局部渐近稳定性可知:当 Ro < 1 时，凡是全局
,-'" 

渐近稳定的。

叫 Dulac 画数 B(y) =平，则对系统(精

华+噜1 = _ [β 叫 +α川 17] 〈 O

所以系统(3) 不存在闭轨线。结合 P，的局部渐近稳定性可知:当 Ro > 1 时 ， P， 是全局渐近稳定的。

3 SIRS 模型分析

类似于系统(3) ，系统(4)有正不变集

。=1<叫 ， z) ρo ,y:::::O ,z:::::O ,x + y呵?l

直接计算易得:

A 
定理 3 当 Ro ::;;1 时，系统(4)仅有无病平衡点 Po(句 ， Yo ,zo) = ( d ,0 ,0) ;当 Ro > 1 时，系统(4) 除无

病平衡点 P。外，还有唯一的地方病平衡点 p.(x， ,y, ,x,) ， 其中

定理 4

近稳定的。

证直接计算可得系统(4)在 Po 和 P，处的 Jacobi 矩阵分别为

-但
d 

Ze= 豆土旦土Z(l+Ye) , z =2ZL y= βα -d(d + α+γ) 
e bE'e(d+α+γ)(d +β)-r 

对于系统(4) ，当 Ro < 1 时，凡是局部渐近稳定的;当 Ro > 1 时，凡是不稳定的， Pe 是局部渐
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- (d + 一一)

(1 + y.) 2 
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1 +y, 

J(P.) = I ßy, βx，y， 
O 

1 + y, (1 +y.)2 

O γ -(d+e) 

由 J贝(P，凡'0 )可知:当 R凡o < 1 时 ， P凡0 是局部渐近稳稳、定的;当 R凡0>川1 时 ，P凡0 是不稳定的。

由于 Z叽e和 y
l+y 

、
、
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( d+ α+γ)2 
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( d+ α+γ) 2y , 
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E 

J(P.} =1 ( d+ α+γ)y， 
O 

z e 

-(d+e) 

因此 ， J(P.) 的特征方程为
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λ3 + ajλ 2 + a1λ +a3 =0 

其中

( d+ α+γ)y 
aj =2d + e + 声 ~(β +d+ α+γ)

( d+ α+γ)y" / (d + α+γ )2y. (d+ α+γ)\" , (d + α+γ) 3y• 
a2 = ( d + ,- - 1 , J • ) (βz e+d+ε) +βz e(d+ε) + ßx~ 

x 

v(d+ α+γ)y~ [ι手Z(d+s)(d+( d+ α+γ)y~) + id+a+ γ)2(d+s)- 町]
X. ð X. Iß 

再次应用等式ßx. = (d + α+γ) (1 +yJ ，有

( d+ α+γ)2y"d ., ( d+ α+γ)y. / d 
α= ,_. -__" 1/ J e'(一+ 1) + ,- . - . 1 /J. ( :: + 1) (d + e) + d( d + &) 

X. β X. β 

( d+ α+γ)y 
α3=e J Je[(d+α+γ)(d+e)(五+ 1).- eγ] >0 

Z 

直接计算知 aj a2 -a3 >0 ，所以 P.是局部渐近稳定的。

定理 5 对于系统(4) ，当 Ro < 1 时，凡是全局渐近稳定的;当 Ro > 1 时 ， P.是全局渐近稳定的。

A 
证 1)在集。内有 x::::;一 由系统(4) 中的第 2 个方程有

、- d 。

各y[声 - (d + α+γ) ]町[( d + α+ 川。-1)]
因此，当 Ro < 1 时， lim y(t) =0。结合凡的局部渐近稳定性可知，当 Ro < 1 时 ， P。全局渐近稳定的。

2) 为了便于讨论 P.的全局渐近稳定性，记 u=X+y+z ， 则系统(4) 等价于系统(5) 。

学 =y[β( 飞寸 -zL - (d + α+γ) ] 
Ot 且 +y

t =w-(d+8)z 

t=A-du-町
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(5) 

系统(4) 的平衡点 P.对应系统(5) 的平衡点 p'. (y. ,z. ,u.) (其中 u. = X. + y. + z.) ， 于是系统(5) 等价于

系统(6) 。

定义 Liapunov 函数

生 =ßy[ 旦二生 z二三( u-z)(y-y.)-(l二-~)
dt - I-'J L 1 + Y. 1 + Y. (1 + y) (1 + y.) , 1 + Y 1 + y. 

吉 =γ(y - y J -: (d + e) (z - zJ 

去 =-d(u-u.)- α(y-y.)

γ 、 (z _ZJ2 U -UJ2 
V(y ,z ,u) = τ(y - Y. - y.I n ~) + "1.'二一一一+ρJ 马γ飞 1 + y.) . 2α (1 + u.) 

则其沿着系统(6) 的全导数为

dV ( 1 + u - z) (I + y.) 2 (d + e)( z - z.)2 d( u - UJ2 
dt = - (1 +y.) (1 +y) γ(1 +y.) 三百τ王了

(6) 

dV 
因为 u~z ， 所以百关于 (y"z. ， u.)是负定的。因此系统(5) 的平衡点 P'e是全局渐近稳定的，即系统(4) 的

平衡点 P. 是全局渐近稳定的。
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Qualitative Analysis of Nonlinear Incidence Rate for Two Epidemic Models 

LI Jian - quan1., WANG La - di2
•
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China; 2. Department of Mathematics , Shanghai University , Shanghai 2∞436 ， China; 3. Department of Applied 

Mathematics , Shanxi University of Finance andEconomics , Taiyuan , Shanxi 030006 , China ) 

Abstract: Two epidemic models with nonlinear incidence rate are investigated in this paper , and the threshold of 

the existence of various equilibrium is found. By means of constructing Dulac function and Liapunov function ，由e

necessarγand sufficient conditions that guarantee the global asymptotic stability of disease - free equilibrium and 

endemic equilibrium are obtained. 

Key words: epidemic model; threshold; equi1ibrium; stability 


