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利用 RBF 神经网络实现高斯型函数积分
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摘 要:导出了在一定精度下高斯型函数积分近似表达式，利用径向基函数 (RBF) 网络具有良好的

逼近任意非线性映射的特点，提出了一种改进的 RBF 网络方法以实现对高斯型函数积分。实验结

果表明所提出方法具有较高的逼近计算精度。
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在雷达检测处理、通信调制方式的误差分析等问题中，最终归结为求解高斯型函数积分问题。由于高斯

型函数积分不能用解析式表示，为此，本文首先导出了在一定精度下该函数积分的近似表达式，然后，利用

RBF 具有良好的逼近任意非线性映射、处理系统内在难以解析表达的规律性能力和较快的学习收敛速度等

特点 [1 -2] 提出了利用径向基函数(RBF)神经网络计算该积分的方法。另外，考虑到高斯型积分函数特点，

对该方法进行了两点改进，其一为利用积分函数的偶对称特点，将训练区间缩减一半以节省径向基函数的学

习时间。其二为利用积分函数为单调上升函数，且积分上限(下限为-∞)远离 O 值时输出值趋向恒定值的

特点，即两个积分上限越远离 O 值时，积分输出值之间的范数越小，从而在计算除训练点外的其它上限的积

分值时， RBF 网络输出与积分真值之间存在较大误差。为克服此问题，本文提出了在 RBF 进行训练之前先

对输出值进行非线性映射的改进 RBF 方法，以实现函数积分的精确逼近。最后，对所提方法进行了仿真，结

果表明所提方法可得到较高的精度。

1 一定精度下高斯型函数积分的近似表达式

标准高斯型函数肘) =土e号的积分表达式为
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由于式(1)没有解析表达式，为获得对它的积分值，下面导出其在一定精度范围内较小积分区间的表示式。

而标准高斯型函数在区间( -∞，+∞)上的积分为 1 ，即

f.，~f(~) 句= 1 (2) 

利用函数的偶对称特点，可得

[J(问=才zfEe句=÷ (3) 

另外，式(1)可表示为
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从而
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同理可得
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当 x2 ~ 5 时，式 (9 )右边的值不大于 5.9486 X 10-7 ，故当 1'1 的精度要求在 10-6 内时 ， 1%[ 可用下式近似求得
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从上可知，可将求解高斯型积分问题按积分区间化为较简形式。并且在一定精度内，积分区间已被大大

缩小，但其积分值仍不能用解析形式表示。为提高其积分运算速度与精度，本文提出采用良好的逼近任意非

线性映射的径向基函数 RBF 神经网络方法对其求解。

2 改进的 RBF 网络

RBF 网络结构如图 1 所示。RBF 完成映射f:W → R ，其数学表达式为

f(x) = 立 ωJ伊( 11 x - 马 11 ) (12) 

其中径向基函数采用高斯函数

ψ( 11 x - 巧 11) = exp( -=|lz; 马 11~) 川
飞 (Tj

其中:马、 σJ 分别为第j 个隐单元的中心矢量和宽度 Wj 为第 j 个隐单元到输出单元的连接权。

在本文中 ， n 取 1 。考虑到积分 G(x) 输出在 5 附近和 -5 附近时差别一般很小，如 G( - 4. 5) = 1. 402 8 
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X 10-6 、 G(-4.0) =2.9676x lO-5 ,G(4.0) =0.999703 、 G(4. X
1 

0) =0.9999985 ，若以不同输人x (差别相对较大)去映射相对

较小值 G(x)( 近似相等)时，据 RBF 的特点可知，网络参数由于 X2 一~村各Q一 ~~f(x)
输入向量差别不大而在训练时不会产生很大变化。从而导致通

过网络映射得到的估计值与真实值之间存在较大误差。而向量 x 

之间的差别可用范数衡量，即向量之间的差别较小等效为向量

间的范数较小，如范数 -2 的值为~ G( - 4. 5) - G( - 4 ) ~ 2 = 图 1 RBF 网络结构

2. 827 297 948 x 10-5 、 ~ G(4. 5) - G(4) ~ 2 = 2. 827297949 X 10-5 ，因此，要实现对不同输入向量(差别相

对较大)到相对较小输出向量之间的不同更精确映射，只需将向量间范数变大即可。基于此，本文对 RBF 输

出f(x) 不是直接用 G(功，而是由以下非线性变换得到，即输入向量(也即积分式的上限)、输出向量f(x) 与

高斯型积分 G(x) 之间满足关系

f(x) =-lg(G(x)) (14) 

从上可以看出，积分上限靠近 -5 时的值通过式(14) 变换后，其输出值之间的范数变大，这样可以实现

精确的逼近。而积分上限靠近 5 时的值经式(l3)变换后，其输出值之间的范数仍然很小，但可利用式(1)中

的被积函数具有偶对称特点，可以通过上限为对应负值时的 RBF输出得到，即从式(11 )可以得到:当积分上

限为[0 ， 5 ]时的值完全可以通过积分限为[ - 5 ， 0] 获得，即对于 V X' E [0 ,5] ，则有

ι 左f e-也=右le也
故式(11 )可表示为
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因此，径向基函数的训练只需在[ - 5 ， 0] 之间，即可得到式(1)中积分上限在[ - 5 ， 5] 内的任何积分值，

同时，利用对称性可减少一半的训练时间，另外，积分值通过式(14)变换后作为 RBF 网络的训练输出值，这

样可提高 RBF 网络在其它非训练点的输出精度。

3 实验与分析

根据前面的分析与导出结论，设计如下三方面实验，其中实验结果均以积分值进行式( 14) 变换、未经式

(14) 变换和文[3] 中的方法三种情况进行比较。

实验 1 :训练情况下，RBF 网络对各训练点逼近情况进行实验。

对 RBF 网络进行训练时，输入训练样本由积分上限在区间[ - 5 ,5 J 中以 0.2 为间隔进行取值获得，RBF

输出由理论计算得到的积分值或在此基础上再用式(14)变换后获得，训练结果见图 2，与理论误差见图 3 。

从图 2 中可以看出，在训练时井且与数据未进行式(14)变换时两种方法，在各训练点处均可获得较好的逼

近。但与理论值比较看，文[3J 和未经线性变换方法的训练最大误差在 10-3 数量级，且后者误差估计高于前

者，而本文提出的方法在训练点输出均在 10-6 数量级。

实验 2:对已训练好的 RBF 网络进行测试。

测试采用在积分限[ - 5 ,5 J 中以 0.01 为间隔取值进行检验。测试曲线见图 4。从图中可以看出本文提出

的方法得到的测试曲线能较好的与理论积分曲线重合，而未变换的测试曲线在[4 ， 5J 间有较大误差。
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实验 3:利用实验 1 巳训练好的网络，在雷达信号检测性能分析中应用。

根据文[3J 的结论，当幅度为恒定值A 的信号在加性高斯噪声背景下经过包络检波后得到的信号检测

概率可表示为
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士- ;=2i币

;友e句
其中，信噪比 SNR 为 1010gA2/旷 ;σ2 为噪声功率 ;Pfa为虚警概率。图 5 为 Pfa为 10-6时采用本文方法得到的
检测性能。此外，几种方法与理论计算比较的误差见图 6。从图中可以看出，本文提出的方法明显优于文

[3J 和未经非线性变换的方法。

Pd = F(士 -F瓦百) = (18) 
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Implementation for Gauss - Type Function Integral Using RBF Neural Networks 
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Abstract : First an proximate expression of Gauss type function integral is deduced with proper accuracy , and then a 

scheme based on modìfied radìal basis function (RBF) neural networks is proposed. The numerical experimen凶1ß

dicate 出at the proposed scheme has a higher proxìmate accuracy. 

Key words: radial basis functìon (RBF); neural networks; Gauss function; function integral 


