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一类带有确定隔离期的传染病模型的稳定性分析
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摘 要:讨论了一类带有确定隔离期的 SIQS 传染病模型，确定了各类平衡点存在的闻值条件，通过

线性化和构造 Liapunov 泛函，得到了各类平衡点局部稳定和全局稳定的条件。
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通过建立数学模型对传染病的传播和控制措施进行研究是应用数学的一个重要研究方向。已有许多国

外数学工作者借助微分系统对此方向进行研究，并得到了较好的结果[140 为了控制和降低传染病的传播，

对染病者进行隔离是一种常用的措施。文献[3 - 5 J 均对此作了一定的研究。他们均假设被隔离者按指数

形式恢复而成为易感者或免疫者，所对应的系统是常微分方程。本文将假设被隔离者的隔离时间(隔离期)

是一定的，这样与实际更为接近，但所得模型为时滞微分系统，增加了进行研究的难度。

1 数学模型

设总体群分为易感类和染病类，而染病类又由两类个体组成:一类是染病后未被隔离的;一类是染病后

被隔离的(这里的隔离不一定是一得病就被隔离)。对由一般病菌引起的传染病，染病者恢复后立即又成为

易感者。这正是本文所考虑的情形。

以 S=S(t) 表示易感者在 E 时刻的个体数量 ，/ =/(t) 表示 t 时刻染病而未被隔离的个体数量 ， Q=Q

( t) 表示 t 时刻染病后被隔离的个体数量，则可得传染病模型

{:广?←川忏…=才斗叫叫A-叶-ß卢
t =/[βS-(γ+δ +d+ αI)J (1) 

Qσ =81- δ8e -(仙d+ α时2ρ)讪勺TI盯( t←-T忖) - (付d+ α屿2) Q 

式中 A 表示对种群的常数输人率，β 表示传染病的传播系数 ， d 表示种群的自然死亡率， γ 表示传染病

的恢复率， α1 表示染病而未被隔离的个体的因病死亡率， αz 表示被隔离者的因病死亡率， δ 表示对染病者

的隔离率 ， T 表示隔离期。

由于系统(1)中的前 2 个方程不含有变量 Q(t) ， 因此以下将主要研究系统

{:，叫SI-dS竹1 +8e -(d叫)TI(t-T)

t = I[ßS - (γ+δ +d+ α1) J 
(2) 

对于系统(2) ，易知 l( t) =0 为其解。这意味着若在某一时刻染病者消失，则疾病也在种群内永远消

失，于是以下总假设 I(t) >0 。
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2 平衡点及其局部稳定性

直接计算可得:

βA L-~'~ , A 
定理 2. 1 记 Ro = 点 Po(So ,0) = (一，0) 始终是系统(2) 的平衡点(被称为无病平- d( γ+δ +d+ α1) 0 '"'. 0 \. vo ," I - \. d 

衡点)。当 Ro > 1 时系统(2) 还有唯一的正平衡点(被称为地方病平衡点)p.(S. ，1")，其中

+δ +d+α.. d,S. 
=， I=rd 、 (Ro -1) 

d+ α] +δ[1 _e-\d+吨忖] , -'U 

定理 2.2 系统(2) 的元病平衡点 P。当 Ro < 1 时是局部渐近稳定的，当 Ro > 1 是不稳定的。当 Ro > 1 

且 β'/" +d>师T/" e-(d叫计时地方病平衡点 P.是局部渐近稳定的。

证系统(2) 在 Po处的线性化系统为

(z=+(ρ。 -γ)y +c5e -(CI均)川)
(3) 

y ;: (γ+δ +d+ α])(Ro -1)y 

直接讨论系统(3) 的特征值易知，当 Ro < 1 时凡是局部渐近稳定的，当 Ro > 1 是不稳定的。

系统(2) 在 P.处的线性化系统为

设

则

fx' = - (β/" +d)x-[(d+ α]) +c5(1 -e-(d+句)T) ]Y _δe -(d+ <I如 [y(t) -y(t -T)] 
(4) 

ly ;:β'/. x 

V] =号x2 +id+ α1) +δ?-e-(叫7)f

dV, I 
寸土 =β~I" (β~/" + d)x2 -ßc5/" e-(d+iìÛT[y(t) - y(t - T) JX ;: 
dt I(的

-ß/" 旷 + 旷 - ρßc5/" e-刊叫(

由系统(忏4) 中的第 2 个方程有 LTd句y归(ωωu叫) ;:βß/叫 x(u叫)d缸u ， 因此

dV. I n1. 1 nl. , J\ _.2 02<>1 ,. , 2 _ -(d+<I, )T r U~. I =β/"(ß/" +d)x2 - β2δU.)2e-(d叫)T/ x(u)du 运
dt I(的 Jr.

β2δU.)2e-( cI+吨)T' r 2,.,\ r' 
-β1"(β/" + d)x2 + 吨 [ TX

2 ( t) + / X
2 ( 叫 du]

t (t) + X 2 (u) 
这里用到不等式 x(t)x( u) 运 2 

注意到

因此设

则有

1J-T叫x2
( v) dv = TX

2 
( t) - LT x 

β2δ(/")2 e-(cI+时 T d Î ". (' 
呵 ~e1.卢

dV 
'd~ 1(4) 运 -ß/" [β1" + d - ßc5-r/" e仙<lÛT ]X2(t) 

d + <12). 亚.-f\ T7 1 f\ f\ \ 1=1. -;ç Id>. 1 A \ -II-.t!=..6. r 1 _ .. \ I 亚 1当 ß/" +d> 例. e-(d+ <l2 ) 时， dt|{的运0 。又(0 ，0) 是系统(4) 在集合 i (X ,y) I 'd;叫上的唯一平衡点，
所以依Lassalle 不变集原理[6] ， (0 ， 0) 是系统(4)稳定平衡点，即 Y是局部渐近稳定的。
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3 平衡点的全局渐近稳定性

51 _-(d+吨)T

定理 3. 1 对于系统 (2) 当 Ro 运 1 时无病平衡点凡是全局渐近稳定的，当 Ro > 1 且 1~ 巳 2

[~ -1 +7] 时地方病平衡点 P. 是全局渐近稳定的。
γ +5 +d + α1 

证 1 )记 N=S+I+Q ，则由系统(1)有

N=A-dN- α1 / - α2Q 

当 I 与 Q 之一为正时 ， N' <A -dN ， 所以当有染病者存在时，存在充分大的正数 T ，使得当 t > T 时有 N<

专。因此，当 t > T 时有 S 〈?。于是当 t > T 时，

1 <(γ +d+ α1) (Ro -1) 1 

A 
所以 Ro==::l 时ETI(t)=0 。结合系统(2) 中的第一个方程可知，出 S(t) = 言，因此当 Ro :::;;1 时凡是全局渐

近稳定的。

2)作变量代换 x=S-S. ，则系统(2) 变为

.à 可

则

C=-(目 +d)x-[d+ul + δ(1-川T)] (1小俨时T[机I(t -7)] 

i=卢'Ix

V1 =手2 + [d + α1 +δ(1 - e-川T)] (I_I" _川

dV.1 寸土 =βd:，} - β2x2 1 - ß'"δ e-(d+az)Tx [I(t) -/(t - 7)] = 
dt 1(5) 

-β旷 - ß'"x
2
1 - 旷δ川h[卢u)

由于 1 =ßlx ，所以

些 I =-β矿 - ß'"x21 -内J吨叫 I( U)X( u) du 运
dt 1(5) J'-T 

-β由卢1 + rt..δeJbd=[x2 {/(u)du + {/(u)x2(u)du] 

z2 (t) + x2 
( u) 

这里用到 z(t)z(u):5 2 

即

由系统(2) 中的第二个方程可得: 1 注 -(γ +d+5+ α1 )/， 因此对于 t > u >0 有

旦IL2-(γ +d+5+ α1)(t-U)I(u) - 'F' - . ~ . -1 

I( u) 运I(t)e(γ +d+6叫)(川)

所以对于 t>7 有

于是

{/(u)du 运 e丁:;J ~/( t) 
γ.. a + 0 + α1 

旦| 运←-β仲由旷2 - ß'"旷t山1 + 旷δ5e仙α勺户
dt I (σ仰5幻，--'- ,- .- - 2γ +d+δ+α. ),-,.- '\. -,,-

(5) 
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再设

则有
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β2δ(r )2 e-(d+吨)T r :L r 
呵 / dU/[(V)x2 (v)dv 

dV) I ~ ,.., 2 n22r. riδe -(d叫)T r e(γ +d+8+ αl)T -1 
百|mg-μ2 -{fx2[ +ρOL+TWI= 
l12γ+d+δ+αI 

- ßdx2 - {f {1 -江户:[7;二;二 1 叫护I
δe - (d+ α2)T r e(γ +d+8+叫 )T -1 

因此，依Lassalle 不变集原理，当 1~~一一一[" ~+TJ 时 P. 是全局渐近稳定的。
2γ+d+δ+α1 
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An Epidemic Model with Certain Period of Quarantine 

LI Jian - quan1
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(l.Xián Jiaotong University , Xi'an , Shaanxi 710049 , Chinaj 2. 白le Telecommunication Engineering Institute , Air 

Force Engineering University , Xi'an , Shaanxi 710077 , China) 

Abstract: An SIQS epidemic model with certain period of quarantine is discussed in 由is paper , the conditions and 

threshold to the existence of various equilibriums are established. By means of linearization and constructing Lia

punov functional , the conditions about the locally asymptotic stability and the globally asymptotic stability are ob

tained. 
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