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一类 SIS 流行病传染模型的全局分析

李建全， 杨有社， 杨国平
(空军工程大学电讯工程学院，陕西西安 710077)

摘 要:对一类具有非常数输入的 SIS 流行病传染模型进行分析，得到该模型解的性态和各类平衡

点存在的间值条件，通过分析各平衡点的局部稳定性和构造 Dulac 函数，证明了各类平衡点的全局

稳定性 G
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流行病在现实生活中广泛存在。对流行病传染模型的研究已是数学应用的一个重要领域。根据流行病

的传播特点，一般将流行病传播模型分为 SI ， SIS 、 SIR 和 SIRS 等类型。人们往往关心的是模型中各参数满

.""，@什么条件时，该流行病会最终灭绝。这也是数学工作者研究的一个重点。因此，针对该类问题研究的焦点

就在于无病平衡点和地方病平衡点的全局稳定性。

模型

我们假设在一定环境中，当某种群中不存在流行病时，其总种群(N ) 的生长服从微分系统

N = be - ".'1 N - dN ( 1 ) 

其中 N=N(t) 表示 t 时刻l该环境中总种群的个体数量 ， be -aN表示种群中单位个体的生育率 ， d 表示单位个

体的自然死亡率 ， b>d>O ， α>0 。当流行病存在于该种群中时，流行病的传播服从双线性传染率 ßSI(β 〉

0) 的 SIS 模型，目p

这时总种群的生长服从系统

{3=bEK川51 - d5 + γI 
1 =β51 - (d + α+γ)1 

(2) 

N = be - ".v N - dN 一 α1 (3) 

其中 5=5(t) 和 I=I(t) 分别表示 t 时刻易感类(5 )和染病类(I) 中个体的数量 ， N(t) =5(t) +I(t) 。 α 〉

0 ， γ>0 分别表示染病者的因病死亡率和染病者的恢复率。文献[ 1 ]对相应的标准形传染率模型作了完整

的分析。当 γ=0 时该模型就是 SI 流行病传播模型。文献[2 ]对此己作过讨论。

将 5 =N-I 代人系统(2) 的第二式，再与式 (3) 联立，即得:

(I=MN 一 η - (d + α+介F(I， N)

N' = be -""'N - dN- αI=G (I， N) 

本文就系统(4) 进行完整的讨论。

2 解的性态和平衡点的存在性

定理 l 对于系统(.4) ，下列结论成立:
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1. b LI 
1 )如果 1(0) =0 .则对 t>O 有 I(t) =0 ，且 limN( t) = ~ln 丁 Noo

I-~ αα 

2) 如果 1(0) >0 ， 则对 t>O 有 I(t) >0 ，且区域 D = I (I，的 :/~O ，! <N~Nol 是系统 (4) 的正不变集 c

mMOJιo 对于系兢统(
ι+γ+α 

点 P* (I\N') ， 其中

r =N觑-兰土卫土主
β 

气i' 是方程

-α(D + γ+α) d+ α-br-nfV-puv 

在区间 (0 ，几)上的唯一正根。

证明结论 1 )、2) 显然成立，证明略。

由 3) 易知点 Po(O ， No ) 总是系统(4) 的无病平衡点。其地方病平衡点由方程组

(川 -1) =d+ α+γ 
( bc - aN - d) N - OJ = 0 

(5) 

来确定c 由系统(5) 中的第一方程得

出β
N -­vI 

(6 ) 

将式的代人系统(5) 的第二方程，得

α(d + γ+α) 
d+ α-be FEN=plv(7) 

-α (d + γ+α) 记f( N) = d + α_be- aN ， g(N)= 。易知函数f(的是严格单调递增的 ， g(N) 是严格单调
ßN 

α (d + γ+α) 
递减的。 f(O) = d+ α- b , f( No) = αo lim g( N) = +∞ g(No) 。因此.当且仅当 Ru>-N→~'+ ó , " / Ó , "0 / - ßN 0 

l 即 f(No ) <g(N口)时，式 (7) 在 (0 ， No ) 内有唯一根 N+ 将 N平代人式(6月n得 l' c 

3 全局分析

定理 2 对于系统(4) , P。当 Ro 运 l 时是渐近稳定的，当 Ro > 1 时是不稳定的 ;P' 当 Ro > 1 时是渐近稳

定的 c

证明 1 )直接计算可得，系统 (4) 在无病平衡点 Po处的 Jacobi 矩阵为

I (d + α+γ) (Ro - 1 ) 0 
}(Po) = ,,, 1 

α - abNoc咐 l

由此易知 ， P。当 Ro < 1 时是渐近稳定的，当 Ro > 1 时是不稳定的，当 Po = 1 时是高阶奇点。

为了证明当 Ro = 1 时 P。在第一象限内是渐近稳定的，作变换[ 4] 

u = 1, 1) =α1 + abNoc-响 (N-No ) ， t=-7 

则系统(4) 变为

去叫珩J-(l+22)ul
dv _ 

",vn ~ r c"句 1 ， _ αe"NU 
\ 1 

岳 = av川oC
v 'IJ -叩Ul 函瓦V -ll +孟瓦!叮

ab2 Nee -2aNo f r N" + 巳旦旦俨ol (O (V~旦旦rvoLK1丘e2nNo l 
1 L' . U αbNo - 叫 abNo

-
J ab2 NO 

2 ~ 

J 
其中 ψ(ω)=E r川A

07 

忡 'ENou-443;u-(l+折扣] -
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内 e -2aNof r Nn +巳旦旦e内 lø( 旦二旦旦fo卜业14J叫 =0II "0αbNo V J't"\ abNO V J αb2No 2 
V f-

可确定函数 v= ψ( u) 。它满足 ψ(0)=0 ， ， ψ(0) 吨因此 ψ(u) =O(U) 0 将 v= ψ(μ) 代人古 得
du _1 αeαNO \ 空
一 =β11 +一一-;-1 U

2 + 0 ( U
2

) 
dT -，.-飞 αbNoJ

根据文献[3J 中的定理 7. 1 知，此时 P。在第一象限内是渐近稳定的。

2) 直接计算可得，系统(4)在地方病平衡点 P' 处的 Jacobi 矩阵为

i 一βI 中 β.r
J(P*)=I . ___. ..".1 

\ -α be -aN' + αbN* e -,,^I' J 

2002 年

由式(7) 知 ， d + α - be -aN' >0 ，所以 detJ( P 牢) =β~r (d + α - be αN* + αbN* e αN* ) > 0。由系统 (5 )的

第一式有 N事>世纪卫>旦所以卢1*>旦。由系统(5) 的第二式有川• -d = 学二，因此 be -nN* - d _ 
ββ '1/1.........' 1-''''' N 

ßI 才 <0。这样 ， trJ(P') =be- a俨 - d - ß1* - abN' e -"N' < 0。从以上推理得 ， P' 当 Ro > 1 时是渐近稳定的。

定理 3 对于系统(4) ，当 Ro ::::;1 时凡是全局渐近稳定的，当 Ro > 1 时 Y 是全局渐近稳定的。

证明 因为 N=I 是系统(4) 的元切直线[匀，所以构造 Dulac 函数为 B(I，的=一←→则
I(N- I)' 

旦旦L旦旦i 一-业坐工 be工土主/。
。1 'aN I(N- I) (N 一 1) 2 …

因此系统(4) 不存在周期解c 于是根据定理 2 ，定理 3 成立。
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Global Analysis of a Type of SIS Epidemic Model 

LI Jian - quan , YANG You - she , YANC Guo - ping 

( The Telecommunication Engineering Institute , Air Force Engineering University , Xi'an 710077 , China) 

Abstract: For a type of SIS epidemic model with the non - constant input , the behavior of solution and the thresh­

old conditions of existing equilibria are obtained. By analyzing the local stability of all equilibria and constructing 

Dulac function , the global stability of all equilibria is proved. 
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