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飞机扰动运动方程特征根的数值求解

张建邦， 程邦勤， 王旭
(空军工程大学工程学院，陕西西安 710038)

摘 要:用一元四次方程精确解的解析公式，研究飞机扰动运动特征方程的求解方法，并讨论计算

机编程中应注意的若干问题。通过对某型飞机典型扰动运动方程特征根的精确求解，表明本方法

对研究飞机的运动模态有一定的积极意义。
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研究飞机在飞行过程中受大气以及其它突发事件扰动，飞行员对飞机实施操纵后飞机的飞行过程是否

稳定，对飞机设计起着重要作用。根据飞机受扰后，力及力矩只与纵向参数或只与横航向参数有关，将飞机

的变化过程的控制方程分解为纵向扰动方程及横航向扰动方程。求解这些方程，便可得到 Ll V、 Aα 、 6:ð 以

及 β 、ωz 、ωγ 、γ 等物理量随时间的变化关系，从而确定飞机的飞行动态。但在研究飞机受扰动后的稳定性

时，必须精确知道扰动方程的特征根。

由于飞机扰动运动的特征方程通常都是四次方程，精确求解分析比较困难，通常都采用了简化分析的方

法。这样可以大致了解各不同特征根主要是由哪些气动参数所确定，从而在发现飞行不稳定时，很快找出问

题的症结所在。

但事实上，在飞行器设计技术已相当先进的今天，对飞机各部件布局已不能还仅仅只停留在定性研究

上，而应进行定量研究，这就要求对扰动运动特征方程求解其精确解。本文在于给出一元四次方程根的解析

求解过程，同时给出相应计算机编程中应注意的若干问题，最后给出对相关资料中两个扰动运动特征方程的

数值试验。

1 一元四次方程求解过程的数学推导

设一元四次方程的一般形式为

X 
4 + ax3 + bx2 

+ CX + d = 0 
、
-
l
J

1 ，
，
，
‘
、

由精典数学方法，它的四个根与如下两个方程的四个根完全相同川
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式 (2) 、 (3) 中的 y 是三次方程

(2) 

(3 ) 

8y3 -4bl + (2αc-8d )y +d(4b- α2) _ C2 =0 (4) 

的任一实根。

可见式(1)的求解已转化为对式(4) 的求解。不失一般性，设一元三次方程为

Gl Y3+bIY2+Cl Y+dl=O 

与式(4) 相对应，则 a l =8 ,bl =帖，C 1 =2αC - 8d A = d ( 4b - a2
) - c2 。

(5) 
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对式(5) 除以 α] ，并令 y=z-b]/(3α]) ，则将式(5) 化为

Z3 + PZ + q =0 

式中 ，p =去-朵 ， q =去 -:2+20
再按二次方程求解的卡尔丹公式，可知式(6) 的三个根依次为

z叫1卢=斗j忖忖号十刊+叫州J
川 jι-f十f←+叫讥J( i (+刊(~引)3 + ω旷2V -t-)讥J(f(\+刊(1-引f

3 

川2 扩 -f十f←+叫叽)(t引f+叫(1-引f+ ω v-t-J(t(+(tf 
-I-ijf , 

式中，ω= 一 2ω=一 2 一， 1 是虚数单位，满足 i2 = -1 。

对于式(6) ，根的判别式为

Â=(tf +(1-) 

2∞2 年

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

( 10) 

当 Â >0 时，有一个实根和两个复根 i 当 Â =0 时，有三个实根，其中当 p = q =0 时，有一个三重零根，当 Â=

(ff=-(ff 判，三个实根中有两个相等;当 Â <0 时，有三个不等的实根。由此可知，仅当 Â >0 日才，式
(7) 、 (8) 、 (9) 中才有可能出现复根，但显然此时J互不会产生虚数单位，因而式(7) 不可能是复根。因此，不

管系数p 、q 如何，式(7)都是式(6) 的一个实根。

按式(7)求出 z] 的值，即可求得式(5) 的一个实根

y =z] - b]/(3α] ) ( 11 ) 

然后将式(1 1 )代人式 (2) 、 (3) ，按一元二次方程求根公式，即可求得式(1)的四个根。

2 计算中应注意的问题

对上述过程采用 FORTRAN 编译系统编制计算程序。首先注意到一个数的开立方计算。无论正数还是

负数都可开立方，因而在编程中往往会忽视了负数开立方的计算问题，将 b=江用 FORTRAN i吾句表示为 b
=α* * (1. /3) 了之。计算中发现，当 α<0 时，该语句结果为 0 ，因而需改为 b= -( -a) * * (L/3)c 此

外，还应注意到l. /3 不能写成 113 0 这两个问题的致命点在于这种错误的写法确实符合我们正常的数学书

写规则，且在计算机编译、运算中都不会出现错误提示，会令我们对错误的计算结果茫然失措。

其次注意到当式(10) 中的 Â <0 时，式 (7 )出现负数开平方，这显然在以实数作为运算变量的计算中是

肯定错误的，这时须给 A 加一个负号，然后给其结果赋予虚数单位。于是式(7) 的计算又转化为对Jτ :t vi 的
计算。采用复数计算式

ω=在=~e寸(中 +2k，.) ( _τ<argz< 节， k=0 ， 1 ， 2 ，… ， n - 1) 

井取第一个分枝，可得

江石扫气7e+….E..江写了=扫气?eE÷a『C叶。

从而

ZLZKRτZTc叫护tan ~) (1 2) 

仍为实数。取 u= -t ,V=J -[(tf +(tfl 即可由式(1啡时(7) 的 Zl 进而依次算出式( 1 )的解。

3 扰动方程的特征根求解

飞机纵向及横航向扰动方程的特征方程可统一表示为
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3. 2. f\ s + α]S + α2 S- + α3 S + α4 =u (1 3 ) 

其中系数 α1 、α2 、电、α4 分别由飞机基准运动飞行参数以及飞机构造参数等所确定(2) 。

对某歼击机，可得其纵向扰动方程的特征方程系数为 α] =6.296 ， α2 = 947.7.α3 = - 17. 99 ，向= 8.983 。

按上述方法，所得四个特征根依次为 λ 1.2 = - 3. 157 520 :t 30.624 187 i ， λ3 .4 = 0.009 520 士 0.096 886 io 

同理其横航向扰动方程的特征方程的系数分别为 a] =6.344 ， α2 = 194.8 ，向 =553.5 ，向= 12. 72 0 按上

述方法，可求出其四个特征根为

λ ] = - 2. 972 322 ， λ2 = -0.023 1700 ， λ3 .4 = - 1. 674 254 :t 13. 486 941 i 。

对于文献[3J 给出的横航向扰动方程的特征方程系数为

α] = 5. 851 ， α2 = 186.6 ， α3=517.8 ， α4 =.15. 90 ( 14 ) 

按上述方法，可求出其 4 个特征根为 λ] = - 2. 877 235 2 ， λ2 = -0.031054 ， λ3.4 = - 1. 471 355 :!: l3. 258 

488 i 。

将上述各根分别代人相应的方程(13) ，所得误差的实部与虚部全部 <10-6 ，所以上述方法确实可视为

精确解的求法。但需要指出的是上述计算在计算机的实现中都采用了双精度方法。虽然对于前两种情形，

无论采用单精度或双精度，其结果都相差无几，但对于后一种情形，采用单精度时，所得四个特征根依次为

λ] = -3.100 150 ， λ2 =0. 191 730 ， λ3.4 =一l. 471 290 :!: 13.284 256 i (1 5) 

代人式(13) ，相应的误差分别为 -122.079 597 ,122. 079 539 , 122.080 627 :t O. 000 363 i。可见式(15) 根本

不是式(13 )相应于系数式(14) 的精确解。因此，在应用上述方法对一般实系数四次方程或对飞机扰动运动

特征方程求解时，最好采用双精度法。

4 结论

按照一元四次方程精确解求根公式，推导出了飞机扰动运动特征方程飞行模态的求解过程。从对文献

[2J 中两种典型扰动运动特征方程及文献[3J 中一种扰动运动特征方程的精确求解以及误差计算，可以看出

该求解过程及其计算机程序的正确性。从而有助于研究飞机扰动运动的稳定性特性，也有助于分析飞机设

计中的各种气动特性的正确性，更有助于引导学生主动研究掌握相关的数值研究方法。

当然，对一元四次方程还可采用其它的数值方法，如方程分解法，林士愕一赵访熊劈因子法，拉盖尔法

等。但对文献[2J 中所给的上述两个算例的计算表明，在对横航向扰动运动方程的特征方程采用方程分解

法及林士诗一赵访熊劈因子法时都遇到了迭代的不收敛问题，而拉盖尔方法虽然取得了与公式法相一致的

结果，但收敛过程较慢。因此，本文讨论的公式求解法对学习研究扰动运动特征方程及其飞行动稳定性都具

有一定的必要性与优越性。
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The Exact Solution of Characteristic Equation of Flight Disturbance Motion 

ZHANG Jian - bang , CHENG Bang - qin , W ANG Xu 

(The Engineering Institute , Air Force Engineering University , Xi'an , Shaanxi 710038 , China) 

Abstract: This paper studies out the solving method of characteristic equation of disturbance motion by using the 

exact solution of quartic equation , and discusses some problems needing attention in computer programming. 

Through numerical test of some typical model of flight disturbance motion , it shows that the above method has obvi

ous advantages in studying the model of flight . 
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