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离散 Hopfield 型神经网络的异步收敛性研究
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摘 要:主要研究非对称离散 Hopfield 神经网络的异步演化方式的收敛性，并给出了一些新的收敛

性条件。若网络的连接权矩阵可以分解成主对角元素非负的对称矩阵和行(列)对角占优的矩阵

之和，则网络是异步收敛的。所获结果推广了已有的结论。
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具有 n 个神经元的离散 Hopfield 神经网络(简称 DHNN) ，其拓扑结构可以由一个 nXn 阶矩阵 w=

(叫 ) n xn和一个 n 维列向量 θ= (()j ,… , ()n) T 所唯一确定，并记为 N=(W， θ) 。若用 X， (t) 表示神经元 i 在时

刻 t 所处的状态，并且只有两种:兴奋用 x， (t)=1 表示和抑制用 x， (t)=-l 表示 ， tE jO ,1,2 ,… 10 DHNN 的

演化方程为:

zjt+l)=sgn(IEw川
) l ( 

其中

1 芸 x:::::O
sgn (x) = ~二'二

l - 1 , 君王 x <U 

若令 X(t)=(x J ， … ， xn )T ， 8=(()j ， ....().)T ， W=(叫 ) n xn则式(1)可以写成:

X ( t + 1) = sgn ( WX ( t) + θ) 

设 N=(W， θ)是一 DHNN ，N 从初态 X( to) 开始，经过一个有限的时刻之后，网络的输出不再发生变化，

则称此网络处于收敛状态(或称稳定状态) ，并称此网络关于初始状态 X( to) 收敛(或稳定)。对任何初态都

收敛的网络称为网络是收敛的。若 X是 DHNN N= (W， θ) 的→个收敛状态，则有 X = sgn( WX + θL 有时

也把满足该式的 X称为网络 N 的稳定吸引子或简称为吸引子。若 DHNN 每次演化都是随机地选择一个神

经元按式(1)进行，则称网络是异步(串行)的网络，若网络按异步方式演化是收敛的，则称该网络是异步收

敛的。

若矩阵 W=( ωIj) n xn满足 Vi 有 wii~ r. lwijl( 或 ω，i ~ r. I W J, I ) ，则称矩阵 W是行(或列}对角占优的。
l笋 J'乒

DHNN 的收敛性是一个非常重要的概念，它是网络各种应用的基础。目前，有关收敛性的结果有很多，

文献[1 - 2] 给出了-些网络收敛的条件，但主要考虑的是对称网络，而文献 [3 ]研究了非对称网络的收敛

性。本文在文献[1 - 6] 的基础上进一步研究非对称 DHNN 在异步演化方式下的收敛性，并给出了几个新的
异步稳定性条件，所获结果推广了原有的有关结论。

1 主要结果及其证明

文献[3] 中给出了下面重要的结论:

结论若ViEI=|l ，2 ， ， n| ，有叫主4主 IW ii -Wiil ， 则网络(1)是异步收敛的 [3 J 。
Lj=1 
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事实上，该结论中的矩阵 W可以分解成两部分 w] =(ω~) I.)EJ和毗 =(ω!)'JEI' 即 w=W] +W2 ， 其中

W] = (ω~)'')E/ ， W2=( ω;)ιJ EI分别满足
,0 , z =J 

W = I I 
'J 1言(Wg + 叫) ，用j

r W " , ~ = J 
2 

W.. = I 1 · l言(Wg - ωI}l) ，用j

显然 W] 是主对角元素都非负(事实上全为 0) 的对称矩阵，而 W2 既是行又是列对角占优的特殊矩阵。

特别地，若 W2 =0 ，则相应的结论是离散 Hopfield 网络最早的异步稳定性结论[1-2lo 现在的问题是，如果矩

阵 W具有不限于以上的分解形式，但 W=W] +W2 ，那么当 W2 是任意一个行(或列)对角占优的矩阵时，是
否仍有相应的异步稳定性结论呢?回答是肯定的。这也正是本文的主要结论。 I

定理 1 若 W可以分解成 W] =(叫) l ，)EI和 W2 =(玛 ) l.)EI之和，即 W=W] +W2 ，且 W] 是主对角元素都
非负的对称矩阵，而 W2 是列对角占优的特殊矩阵，则离散 Hopfield 网络(1)是异步收敛的。

证明令 sz=max{JEWA+θJJEWv句 + 0, < 0 ,XJ E ! - 1 , 11 ,J E 1} (2) 

若式(2) 中没有川2' .., ,Xn E I - 1 ,1 I 使一戈W，)XJ + 0, <0 成立，则 ë，可取为任何的负数。取矶 =Oz-?

1. = I ， 2 ，…爪，则根据符号函数的性质，有

zjt+l)=sgn(JEWq句 (t)+OA)=sgn(JE(w;+ 叫) XJ (t) + θ.) (3) 

很明显，网络(3)的收敛性与网络(1)的收敛性完全相同。对于网络(3) 定义能量函数如下:

E(t)=-÷xT(t)WIX(t)-XT(t)时(t) _XT(t) 画 (4 ) 

则 ÄE ( t) = E ( t + 1) - E ( t) = 

- .1XT ( t) W] X ( t) -扫XT ( t)W1必(t) - XT (忡

- ÄXT (t) W2X( t) - XT (t + 1) W2.1X( t) - .1XT (t) θ= 

- ~.1XT(t)W]X(t) -.1XT(t)((W1 + 毗 )X(t) +0) -.1XT(t)W~X(t+l) = 

2叫 (.1x ， ( t) ) 2 - .1x,{ t) ( L" w,)x/ t) + Õ,) - .1x, (口中J(t+l) (5) 
Jel 

其中 .1X ( t) = (.1x 1 ( 吟，… ，.1x n (t))T=X(t+l) -X(t) 。很明显，在式(5) 中，若 ÄX.( t) =0 ，则 ÄE(t) =0;若

此( t) ;6 0 则时) =忡+ 1) = - 2x, (t) ，且式 (5) 中的-机(Äx， (t) ) 2 剖， -AZ(t)(JEm(t)+

0,) < 0 ，而 -AZz(t)Ew;气 ( t + 1) = - 2x, ( t + 1 )主W:.x/ t + 1) 运 -2( w~， - L, 1 叫 1) 运0 。
J ;6, 

因此，在式(5) 中，若 ÄX， (t) = 0 ，则 ÄE( t) = 0;若 ÄX， (t) #0 ，则 ÄE(t) <0。这就证明了 E( t) 是严格的

能量函数，所以定理 1 是成立的。

定理 2 若 W可以分解成 W] =(叫) l ，)El和 W2 =(ω~ ) LJ E J之和，即 W=W] +W2 ，且 W1 是主对角元素都
非负的对称矩阵，而 W2 是行对角占优的特殊矩阵，则离散 Hopfield 网络(1)是异步收敛的。

证明 同定理 1 的证明，知网络( 1 )的收敛性与网络(3) 的收敛性相同。对于网络(3)定义能量函数如

下:

E(t) = - ~ XT(t)W]X(t) _XT(t) 昌 (6) 

则和式(5) 的证明类似，可以证明

ÄE( t) = -卡~， (ÄX， (t))2 -.1x , (叭FIWqZJ(t)+θ.) 叫(t)μ句 (t) (7) 

若 Äx， (t) 手 0 ，则 Äx， (t) L，.w~x，( t) = -2x, (t) L,.w;'x, (t) 运 -2(叫 - L, 1 叫 1 )运0。因此，在式(7) 中，同
J E I J'乒

式 (5) 的证明一样，若 Äx， (t) = 0 ，则 ÄE( t) =0;若 .1x， (t) 笋 0 ，则 .1E( t) <0。所以定理 2 是成立的。

( 2 3 2 飞

举例 网络 N=(W ，的，其中 w=1 1 2 1 I。显然网络是非对称的，并且 ω]] <垃 1ω叫] 10 因
\ -2 1 2 J 
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此，利用已有的相关结果，即文献[3J 中的结果(见前面)无法判定网络的异步收敛性。但是如果将 W分成

(0 1 0飞( 222飞

W=W1 + 吭，其中 W1 = 11 0 1 1, W2 = 1 0 2 0 1。很显然，矩阵 W1 是对称的，且主对角元素都是非负
lO 1 0 J l -2 0 2 J 

的，矩阵 W2 是列对角占优的，满足定理 l 的条件，因此利用定理 1 知网络是异步收敛的。事实上，经检验知

该网络确实是收敛的。网络状态图如图 1 所示，其中圆圈中的数字表示网络状态的十进位数，如 6=( -1 , 

1 , 1 )飞0=( 斗， -1 ， _1) T等，而弧上的数字表示网络弧尾的状态按弧上的神经元演化而得到的箭头的状

态。从图 1 中可以看出网络的收敛点有 4 个，( -1 , -1 , -1) T,(1, I , I)T ,(1, I ,… 1) '1',( -1 ，斗， 1) T。其

中(1， -1 , _])T收敛到(-1 ， -1 , _1) T;( -1 , 1 , _1)T ,( -1 ， 1 ， I)T收敛到(1， I ， I)T; 而(1， -1 ， 1) '1'可能收

敛到(-1 ， -1 ， -1)T ，也可能收敛到(1， 1 ， 1) '1'。

2 结论

命→G←仑←-ø
本文主要给出了一些非对称离散 Hopfield 网络在异步演化

方式下的收敛性条件。所给结果推广了文献中已有网络的异步

收敛性结果，并通过例子验证了其结果的实用性和正确性。对

于定理 1 和定理 2 若所给出的条件用β矶和βW2 分别代替 W1
和风后仍然满足，则相应的结论同样是成立的，其中 β = diag 

(β， '… ，ß.) 是主对角元素都大于零的对角矩阵。结论这里略

去。
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Research on Convergence of Discrete Hopfield - Type Neural 
Networks in Serial Mode 

LIU Hong - kun
1 , MA Run - nian2 

(1. Navy Engineering University , Wuhan 430033 , China; 2. The Telecommunication Engineering Institute , Air 

force engineering University , Xi án 710077 , China) 

Abstract: This paper mainly studies the convergence of asymmetric discrete Hopfield neural network in serial mode 

and gives some convergence conditions. If the weight matrix can be decomposed into the sum of a symmetric matrix 

with non - negative diagonal elements and a diagonally row ( column) dominant matrix , then the network is con

vergence in serial mode. The obtained results generalize the existing conclusions. 
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