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四元数下欧拉方程实时 R-K 法求解误差分析

许毛跃， 李嘉林， 张登成
(1空军工程大学工程学院，陕西西安 710038)

摘 要:对定步长的龙格一库塔法用于欧拉方程的四元数法求解时所表现的巨大误差作了进一步

的研究，发现方程组是良态的，同时在通常的飞行模拟仿真中，所取的步长也是能够满足方程组的

绝对稳定区域所带来的步长限制，而此误差产生的原因主要在于累积误差。
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描述飞机姿态的欧拉角是按欧拉概念定义的，故亦称欧拉角。俯仰角。是体轴系的纵轴与水平面间的

夹角，滚转角 γ 是飞机对称面与通过体轴系纵轴的铅垂面之间的夹角，偏航角 ψ 是体轴系纵轴在水平面上

的投影与地轴系轴 OXg间的夹角。在飞机的全量运动方程组中，通常是用如下称为欧拉方程川的一组方程
来求解。

收 = (ωyCOSγ-ω， Slnγ)/cosð;ð =ωySlnγ+ωzCOSγ;γ=ωψsinð 
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显然，在式(1)中， cosð =0 时，γ 和 φ 为无穷大，方程组无法求解，这就是欧拉方程的奇异性。

欧拉方程的奇异性，是广泛采用欧拉角概念的航空航天界中姿态控制和飞行模拟的共性的难题，解决欧

拉方程奇异性具有普遍的现实意义。

克服欧拉方程奇异性的方法有单欧法、双欧法和四元数法等。单欧法采用死区定值，缺陷明显。双欧法

求解效果较好，所以在某型战斗机的工程飞行模拟器中进行了使用;四元数法只有采用精度较高或变步长的

计算方法时，才能求解得比较精确，采用实时标准龙格一库塔法求解的结果误差大，因而四元数法无法在实

时情况下使用。本文对此进行了进一步研究，找出问题之所在，以便对此有更全面和深入的了解。

1 四元数法的简单介绍

四元数是由四个元素组成的超复数，其解析表达式为 [2]

Q =qo +q]l +q2J +q3 k 

式中 ， i ,j , k 为虚数单位，规定它们服从下列运算法则:

ii = jj = kk = - 1; ij = - ji , jk = - kj , ki = - ik; ij = k , jk = i , ki = j ( 3 ) 

四元数下的坐标变换在此不再敖述，而直接给出四元数与欧拉角的关系表达式以及四元数分量的微分方程

式。见式(4) 、式 (5) 。

式中屿，屿，ωz是机体旋转角速度。

(2) 

sinð=2(q]q2 -qOq3) 
q2 

:: [::1 

cosðsinγ= - 2( q2仇- qoq]) 
q] 2 1 I - qo 一 q3

(5) 2 飞 2 (4) cosðcosγ = qo - - q] - + q2 - - q3 
q2 I ~ I q3 一 qo -q] 

W z 2(q]q3 + qOq2) 
- q2 ql - qo tanψ=-2222) q3 qo - + ql - - q2 - - q3 
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对于给定的机体旋转角速度和四元数初值(由初始姿态角确定) ，求解微分方程式(5) 可求得 qo ,q, ， 仇，

仇，代人式(4) 即可求得姿态角如下:

(=acsn[2(qq 叩门
γ= arcta叫 -2(q2q3 +qoq,)/( q02 _q ,2 +q/ _q/)] 

收 =arctan[ -2(q,q3 +Qoq2)/( q02 _q,2 -q/ -q/)] 

通常 o ε[ - 900 90勺，ψε[-1800 180勺，γε[ - 1800 1800 ]。

(6) 

2 四元数下方程组的研究

下面将从条件数、刚性比和累积误差三个方面进行分析，条件数反应了方程组的计算结果对出事数据小

扰动的敏感性;刚性比反应了方程组对算法及其积分步长等苛刻要求的程度，而累积误差也是一个不容忽视

的问题。

2. 1 条件组方面

对矩阵 A ，其条件数表达式为 cond(A) = IIA 川* IIA -'11 ，通常范数都取 2 ，即 IIA 11 = IIA 11 2 =衬，其
中 λ1为 A -'A 的最大特征值。条件数可认为是方程组的相对误差对数据的相对误差的一个放大倍数，当条

件数的绝对值很大时，方程组是病态的;当条件数较小(接近1)时，方程组是良态的;当条件数等于 1 时，方

程组是优态的 [3] 。

对微分方程式(2) ，可将其变为如下形式:
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q3 

以 ω 的 =0 ，ωτ 和ωτ13 为例，通过计算可知，对于前者 1 1 A 1 12 = O. 636 6 , 1 1 A -, 1 12 = 1. 570 8 , 

cond(A) =0.9999;对于后者， 1 IA 11 2 = 1. 673 5 ，门A -, 1 12 = O. 528 1 ,cond (A) = O. 999 9 ，这表明方程组是优

态的，以其它机体旋转角速度代人计算后也获得了同样的结果。

2.2 刚性问题方面

令 A 为方程组的系数矩阵 ，A 的特征值为 λ ， ， λ2 ， λ3 ，…，凡 ， Re( λ.) <0 ，则将刚性比 S(x) 定义为 S(x)

= max IRe( λ.) 1 Imin 1 Re( λ.) 1 ，在方程组稳定的情况下，刚性比越大，求解区间越长，一定步长条件下，将耗

费相当可观的时间，若用通常的求解方法求解刚性方程组，由于误差的累积，往往会淹没真值，宜用绝对稳定

性较好的方法求解，如隐式 R-K 法。

对所需求解的方程组(5) 或 (7) ，用 Mathematlcs 可求得其四个特征值为

λλ 仨-叶的 ωz ，λλ=仨-d-ωω2 (8) 

相应的特征向量为

_ f -w.wy +wzJ - ω子旷 -J -ωA-J-ωJ-d-一ω 2
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对特征根，当机体旋转角速度不为零时，其各特征值的实部为零，故其刚性比的确定比较困难，不能判定是否

存在刚性问题;对特征向量，可判断它们是线性无关的，从而可知该方程组的解是稳定的 [3] 即该方程组是

(1 2) 
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稳定的。在此前提下，结合所求得的特征根可知，所要求解的方程组系数矩阵特征根的通式可用 λι = aiL 来

表示，其中 ai为实数，用标准的 R-K法求解时，将特征根通式带人该单步法的绝对稳定区域限制表达式:

1

1 ω L皿主丛旦旦主挝丘i旦1 ( h队旷λ
ï' + "06/ + "24/ 1 <1 (1 3) 

可求得定步长标准 R-K 法具有数值稳定性时，步长应满足 -2ji/l a.αi 1比<h <2ji/八|α时i 1 ，以 ω屿 ω叽y 斗0 ， ω叽
τ 和 ωω叽y =0 ， ωτ/3 ，及 ω=ωy - τsin(τt)/4 ，ω=τ 为例由特征根通式可知， 1αi 1 mox=3ji.τ/8 ，而 h

16 
>0 ，故 O<h<~~ ， 即 0<h <1 .7 ，对飞行模拟来讲，为了实现模拟的实时'1生，一般 h 的取值都小于 O. 1 ，故用

YIT 

定步长标准 R-K 法求解此微分方程组时，所取步长能够满足方程组的绝对稳定区域所带来的步长限制。

亦即方程组不存在刚性问题，方程组不是病态的。

2.3 累积误差问题

用标准的 R-K 法求解时，用主元消去法求解方程组时的误差为 [4 ) 

r /2 f _ 1 \ 2 .,., /n ( π+ 1)上 1IlôA 11::三 L/ ~ (π- 一)' + 2. 巳二号~(n2 +0.44) +0.331γIIA 11Ftμ h/ 3 "0 4 气 2
, .0. ~. . . / .~. -- J (1 4 ) 

由文献[4J 可知，μ=ipl tJ=上 =2x(2x计 x47)÷=4ωm
L π 

求解四元数方程组的过程中 [4 -5] 运算时的误差主要由算术误差，截断误差，相对误差等组成，其中占主导作
用的是算术误差，以 ωωy =0 ，ωωτ为例，此时四元数方程变为
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则近似有
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为简化计算，取 h=O.'OI Jill系数矩阵变为

(16) 

rO.9999 0 0 0.0157l 

o 0.9999 0.0157 0 
A =1 o - O. 0157 1. 0001 0 

L - 0.0157 0 0 1. 0001 J 
设初始误差为 0 ，计算中的相对误差、截断误差不计。计算机浮点计算取 7 位有效数字则[ 4] 

Qn + δQn=(A+ ôA )(Q川 +δQ卜 I ) 

11 ôA 11 ~ [jf( π卡 +2Jn(n2+1) (nt +0.44) +0 吨 11 A II FlL 

(1 7) 

( 18) 

(1 9) 

故

11 OA 11 ~ l. 28 x 10 -4 (20) Qn=(A+ ôA )"Qo (21) 

所以 ôQ"~(A +ôA )"Qo -A"Qo (22) 

11 ôQ" 11 = 11 1. 0003" -1. 0002" 11 11 Qo 11 (23) 

角转化过程中的误差传递分析如下:用 11 {} 11 /11 Q 11 表示 o 对自变量扰动的敏感度，则 11 {} 11 /11 Q 11 在零点
处为 1 ，在 :!:90 处为 :!:90 ，且单调递增，记{} =节。/180 ，则误差为
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{)- +8{)- =arcsin[2(q1q3 -qOq3) +8qq] (24) 

而 118qq 11 运 2( Iqo I + Iq1 1 + Iq2 1 + Iq3 1 ) 118Qn 11 ，所以将 sin({)- +8{)-) =2(q1q2 -qOq3) +8qq 用泰勒级数近

似展开后可得:

180 _ . ...., I I 1. I 1. I 1. I I \ 11 c'\ r\ 11 / I 1 n,"2 
118{)- 11 运王一 x2( Iqol + Iq1 1 + Iq2 1 + Iq3 1 ) 11δQn 11 1(1 _{)-l/2 +旷124) (25) 

对战 =ωy =0 ，叽 =τ，有: 11 Qo 11 = 1 , 

180 
11 8{)- 11 运丐~ x 2 11 8Q n 11 ( I qo I + I q 1 I + I q2 I + I q3 I ) 1 (1 - {)-'2 / 2 + {)-'4/24 ) (26 ) 

取初值 Q::: [1儿O ，O]T ，以凯 =ωy:::O ， ω:::τ 为例，可算得 t :::0. 0 时 ， 8{)-=00jt=3.5 时， 8{)- ::: 19. 76 0 jt = 5. 

O 时， 8{)- :::0. 58 0
j t :::7. 5 时，δ。= 27. 82 0 

j t ::: 9. 5 时， 8{)- = 31. 68 0。由图 1 可知，这些理论误差与实际误差十

分吻合(衰减的曲线为四元数法所算得，不衰减的为双欧法所算得)。从而可知:定步长的标准 R-K 法用于

欧拉方程的四元数法产生巨大误差的原因在于累积误差。由图 2 示可看出累积误差的直接表现，即使得单

位四元数的前提条件(四个元素的平方和等于1)不能得到满足，而是呈逐渐减小的态势。

100 r-l ^ ^ ^ 1 1-.-:----一~

f川 I\.'y\ _1:\ 'l\~] 0团干 j
5: l- -.\ I \ 1- -.\ / .. . \/ . . vl 

" 
-100 J_ ----.L__~_ 0.84i 

024t/.S 681O 024I/s 6810 

图 I 俯仰角 o 的模拟变化曲线 图 2 单位四元数的"单位"变化曲线

3 结论

定步长的标准 R-K 法用于欧拉方程的四元数法时，方程组是良态的，同时方程组在刚性比方面也是不

存在问题的，而产生很大误差的根源在于累积误差，这也使得单位四元数的前提不能得到满足，从而导致实
时标准龙格-库塔法不能用于欧拉方程的四元数法。
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Analysis of the Error Result from Single Step of Runge - Kutta for the Euler 
Equation with Quaternion Method 

XU Mao - yue , LI Jia - lin , ZHANG Deng - cheng 

(The Engineering Institute , Air Force Engineering University , Xi'an 710038 , China) 

Abstract: This paper makes a further study of the large error which appears in solving the Euler equation with sin

gle step of Runge - Kutta in Quatemion method. Through the study , it is found that the equation is fine and simul

taneously the step used in usual flight simulation can meet the command of step determined by the absolutely stable 

domain of the equation , and the main source of the error lies in cumulative errors. 
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