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摘 要:利用经典的 Kloostennann 和估计及解析方法研究 Dirichlet L -函数的一次加权均值，得到

了一个精确的渐近公式 υ
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设 q?;2 是整数 ，x 表示模 Q 的 Dirichlet 特征，则j对于信息给定的整数m 及 n ，我们定义广义 Kloostennann

和 S(m ， n 化 ， q) 如下:

S(m ， n小 q) = LX( α )e内生土旦旦)
Jτ1 飞 q

其中&表示同余方程 αb=l(mod q) 的解 b ， 即就是 ， b 是 α 关于模 q 的逆，且 e(y)=ehyo 关于 S(m爪 ，X ， q)

的上界估计，许多学者都进行了研究，例如 S. Chowla [1 j 和 A. V, Malyshev l2J 已经证明了 IS(m ， n小p)I~(m ，

n ，p)÷泸+c 其中 p 为素数，ε 是任意给定的正数，且(m爪 ，p) 表示 m ， n 和 p 三个数的最大公因子。对于一般
模 q ，猜测

I S(m爪 ，X ， q) I~ 俨(m爪 ， q)Td(q) (1) 

其中 d(q) 是因子函数。但是到目前为止似乎还没有人能够证明这一猜测。我们对(1)式的正确性是深信

不疑的。事实上 ， S( m ， n ，x ， q) 在许多数论问题中表现了良好的分布性质。为叙述方便，设 L( s ，x) 表示对应

于X 的 Dirichlet L -函数。利用经典Kloostennann 和估计及其解析方法研究 Dirichlet L 一函数一次加权均值

渐近性质，其中 2二表示对模 q 的所有非主特征求和。
X笋哥J

L I S ( m , n ,X ,q) I 2 I L (1 ,X) I ( 2 ) 
x"xO 

有关这种均值，至今还没有人给出任何结果，甚至也不知道(2) 式是否有良好的均值分布性质。本文将

借助于文献[3J 中的思想给出 (2) 式的)个较为精确的渐近公式。首先，我们引人可乘函数 r( n) 如下:对任

{2α(2α1 句
意素数p 及正整数 α，定义 r(1) =1 ,r(p") =1 --1/4α ， 1--1 =(2α)! /(α!γ。对任一正整数 n ， 当 n 的标准

飞 αl 飞 αl

， 2α1 \ ， 2α2 \ ， 2αk\ 
分解式为 Pl αIP2d…pf时，显然有 r( n) = I '1/ " 1 … 1"1/4"1+咐坷。有了这个可乘函数，我们可以给

1α1 1\ α2 I αk I 

出下面的定理设模 q >2 ，则对于任意满足(m ， q) = 忡 ， q) 斗的整数 m 及 n ，我们有渐近公式

工】| 机h叫协川，X ，川， qωq) I川|尸2 I L町川(
x歹#岳k川()斗 n

其中z 表示对所有与 q 互素的 n 求和，8 为任意给定的正数。

1 几个引理

为完成定理的证明，我们需要下面几个引理。首先有
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引理 1 设 m ， n 和 q 是整数，且 q~2o 则有估计

S(m ,n ,q) = 主 eí但哑旦豆取)< (忱m肌，λ川叫n队叫叫， q)ρ山)
zτ1 飞 q

其中乏对所有满足(α ， q) = 1 的 α 求和，且 e(y) = i'"吁。

证明(参阅文献[4J) 。

引理 2 对于任意正整数 n ，有恒等式

L r( d) r( n/ d) = 1 

证明(参阅文献[3 ])。

引理 3 设模 q~3 ，X 表示模 q 的 Di时hlet 特征。则有估计式

午
三 ldtl LX(ld + 1) 1 L(1,X) 1 1= O(q1勺，
dl q ,= J x"xO 

其中 s 为任意给定的正数。
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(3) 

证明 为书写方便，我们记 A(x ， y) = I x(n) 。于是当X 为模 q 的非主特征时，由 Able 恒等式容易推出

川) =主q4fLj咔丘dy
从而由 (4)式我们立刻可得

ZZJlzx(Jd+1)l Jωl 
dl q 1 = 1 X笋'XO

=UJ|ZX(ld+l)lz 叫 1+ O(垃dtL I (他乒dy 1) 
1;句。 11 运~q n 11 飞 diq ~ X"xO 1 ~ y- l' 

现在我们分别估计(5)式中的各项。

( 1 )首先令 D仰 ， q) = I r( s) r( t) ， 于是由引理 2 知当 N~q 时有 D(n ， q) =1 。因而有

由此容易得到

(五出比旦l)2 = 
~ n 

ZX(lhl)| 圣明

立足旦l+
n $;, q n 三

D (n ,q )x( n) 
n 

D (n ,q)x(n ) I \ 
n \ I =ZF(川) 1 ~呼叫+咯lq主q2

=ψ(q) LL r(n)r(m) . nt ~ 
IT二二二L + O(qTlnq) 

m 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

注意到(7)式同余如(ld + 1)可(q) 中的山，否则有仙 l=ü(q) ， lõjl运午矛盾。于是由(时可得

f; ~ é 
I 
X~X( ld + 1) 1 主lx21

〈 ψ(q) L Ldt 

〈州

豆豆叫俨+
叫Id+l) ~m(q)

仨1

2:ZJq÷lnq 

(2) 由 P61ya-Vinogradov 定理知，对任意 y~l 有 IA(X ， y) 1<泸lnq。从而有
组71 ∞乌!

豆豆dtL I (位乒Ldyl< 豆豆沪(q)Jqzdyql+e
dl q 1= 1 严'XO I ~ Y dlq 1=1 Y 

结合(5) ， (8) 及 (9)式立刻得到

(8) 

(9) 
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í'. h d-t I Lx(ld + 1) I L(1 必) I 1= O(户)
凶 q '=1 X ... ~ 
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于是完成了引理 3 的证明。

由 Dirichlet L 一函数的定义，仿照引理 3 的证明方法，有

引理 4 设模 q >2 ，则有渐近公式

L 1 L川川(
n=l n 

、
、
，
，
，
，

唱
-
A

-EA 
J
，
‘
‘
、

定理的证明

首先由广义 KloωteITI1ann 和的定义有

三 1 S(m ，叫 ， q)1 2 IL(1 必) 1 

X"~ 

=主主(~(l - :s) m 丁1'(1 - s) ~) LX(s) 1 (l,X) 1 

飞吁 ， X"'~ 

T 斗'飞F ir(1-:S)m+ 1'(1 -s)叫 T=ψ(q) 立 IL(1 必) 1 +立工 e( '\.J. - ., J"II • , \.J. ~，) J '{，}立x(s) I L( 1 必) I 
正可 s=2 口 、 q 叫司

注意到(m ， q) = (n ,q) = (s ,q) =1 及(1 -s ,q) = (s S -s ,q) = (s( 豆一 1) ， q) =(豆 -1 ,q) ， 于是有(S-1 ， 5-

1 ,q) = (s - 1 ，肘，因而由(1 1 )式，引理 1 、引理 3 及引理4 立刻得到

艺!队时， q) 12 I L(1 ,x) I =内)主匀UW勺+
与石油 Z豆 n

2 

。(泸州立 (s -l ,q) -t 1 LX(s) 1 L (1,X) 1/) = 
X'企，~

Z二l

+ O( q-t d( q) L L d-t I LX(ld + 1) 1 L(1,X) 
.'q 1=1 x"~ 

毛 ， r2 
( n) , f) I _ ~ 

(q) 立←了 + O( qz+e) 
正τ n

1) = 

旷 (q) 立三jPLod+e)
于是完成了定理的证明C
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00 the First Power Mean of Dirichlet L - function with the Weight of 
General Kloostermann Sums 

LIANG Fang-chi , JING Ai-wen 
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Abstract. The mam pu甲ose of this paper 1S usmg the classical estlmatlon of KloosteITI1ann sum and the analytic

method to study the first power mean of Dirichlet L - funcuons wi出 the weight of general KloosteITI1ann sums , and 

giving a sharp asymptotic fOITI1ula. 
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