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一类超双曲型方程基本解的结构及其应用
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摘 要:主要对多复变函数论中提出的一偏微分方程组中各方程线性组合方程的基本解的结构进

行了研究，给出了方程组各方程的特征角面函数与基本解之间的关系。考查了线性组合方程的解在

特征角面顶点的值，并给出了柯西问题解对初值的必要条件。
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l 基本解的构造

由多复变函数论中提出的一偏微分方程组[1]
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容易得到方程(1)、 (2) 、(3)、(4)的特征角面函数分别为

r l = (XI - XD2 十 (X2 - xn 2 

r 2 = (x 3 - X~)2 + (x4 - xn 2 

飞 = 4[(xj - ::t丁n (.x 4 - xn - (X2 - X~)(X3 - x~) J 
几 = 4[(x1 - X~)(X3 十 xD 十 (X2 - xg)(引- xDJ 

记此方程组各方程的线性组合方程为

F(u) = U"'l"l 十 Ux仇一 1 1 (U.r 3"3 十 U~'... .T4 )十 1 2 (Ux内 - Ux内)十 13 (ux内十 Uz仇 ) (5) 

其中 11' 1 2' 1 3 为常数(11)0) ，方程 (5)显然为超双曲型方程。

定理 1 方程 (5) 的特征角面函数是方程(1)、 (2) 、 (3) 、 (4 )的特征角面函数的一个线性组合，即

「= 1 [4llh-4几十 12几十 13几]
411 十月十 1~

证明 注意到 r 所满足的方程为

(riz lriZ 「 lriz i 引 2] irr r 主) + 13( 主主+ 口一 1 + 1 一|一 1 I 一|十 I ~~ 1 十 1 2 1 一一 +1 一~~ 1 = 4r (6) ih:1 ) I \ dX2) '1 L \町!lf 1arla贝加3k 3arl az3az2arJ 
此方程相应的 Darboux 问题的解是Lz]
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10 h 1, ~ 
.TA - r; =一π1' S 十 -π?S 一 1 ， π~S

结 住 2'" , 2ζ 门备

则有

。 .1 ';2 I 121 1 1(X1 一叫)+li(Z3-zi) 十 1~ (X4 - xD l 411 + 1~ 十 l~ L.1 ，~， .~， / 2 '~3 ~3/ 2 '~4 ~4/ J 

叫s = 41 1 十 i: 十月 [lIUz-d)-tus-4〉十~ (X4 - xDJ 

.1 ;2 12 r丛 (X1 - x 7) - 1~ (X2 - xD 一 (X3 - X~) l 3‘ 

41 1 十月十 l~L -Z- '-'-1 -<--,/ 
-- '2-'''<-2 - -'--2/ '""3 - -'--3/ J 

4 r L , 0" 1~ ， 0 , l 
.41 12 121 二 (x1 - xp 十二(x2 - xg)一(引 -xn I 4" -
411 十 1~ + 1n 2 '"'1 .L1/ 2 '~2 ""2/ '~4 ""4/ J 

把值代人 Darboux 问题的参数应满足的条件

(π~s )2 十 (π~s )2 一 1 ， [(π~S)2 + (π~s )2J 十 1 2 [叫s • π~s 一 π~s • π~sJ + 1 3 [π'?s • π~s 十 π~s • π~sJ = r 
整理得到

r .11'~?' 12[41,1\ - 4巳+ 1 2几十 13r4 J4P 十 1~ 十 1~

定理 2 方程 (5)的基本解是特征角面函数的倒数。
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证明 由于方程 (5) 是常系数也是自伴的，只需求形如 u= f(门的解。由于 Ux= f' (r)rx"

zlzr=fF(rrz FIJ+fF(rrxzz ，将 u=f(r)代人 (5).并注意到 (6)式，经整理得到

f"( r) • 4r 十 8f' (r) = 0 

不难解得其基本解为

u = f( r) = 卡

2 解的明显公式

定理 3 设 C(a)为由特征锥面「和初始空向超曲面 S 所围成的区域.a= (X~ .xg .x~. x~)为特征锥的顶

点 (S 不过 G 点) .u 是方程 (5 )在 C(a) 内的正规解，则有
r --1.. --1 r-1 \ 

- Cu(a) = ρ川5ir-135-U 三dv ) dS (7) 

其中 C 为非零常数，它可以由一初等函数的重积分所确定.. "pf"表示取瑕积分的有限部分 .5a 为 C(A) 的边

界曲面。

证明 现挖去以 a 为心， ε(ε>0)为半径的小球，球的边界记为立，设 C(a)挖去小球后的区域记为 C'

(a) • 如图 1 所示，在 C"(a)上应用基本公式凶，则有

容易得到

~，___.，~ .•• ,. Î r __. du dr一 Il
0= 吨，JV(u) 一山叮dV = 一 ρf j Lr1VUIFJdS 

S.+I+" 

f[r- 1 ~~ - u骂~Jd5 = 0 a 

且当 z→ G 时，有 叶-IZdS=O

注意到
dr一 1 … dr 【 94飞 dx;
一一一 一 l' " ) Zsπ 一-dv dv 句~""， ds 

则
r dr•,. r ~_"~ D(x, ..T~. Xg .X, 

ρfiuIFdh一叫P ZUU DdLK213:dk川3

s a 

图 1 球域示意图

由于 U 是正规函数，被积函数分子、分母与 S4 同级，用 u-u(a)+u(a)代替 u. 当 Z→α 时 .Iu-u(a) I • O. 

则有
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川uz:"=u(a)·川tds
~r-l r 
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其中
r dp-l 

c=-32户斗 17ds

定理 4 如果 uEG(a) ， 11 是方程(5)在 G(a) 内的正规解，那么，解对初值的必要条件为

(1) • GuJ(a) = 忖[r- 1 号 -uz dE]ds 
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Aγ 一其中￡表示 Sa 上的补法线微商，而表示乱的法线方向余弦。
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The Structure of Elementary Solution for a Ultra-hyperbolic 

Equation and Its Application 
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Abstract: The structure of elementary solution for Linear combination equation of a system of partial differ­

ential equation in the theory of s巳veral compl巳x variables is discussed. The r巳lation between the characteris­

tic conoid and the elementary solution in the equations is given. The value of solution for the lin巳ar equat lOn 

at the conic point is derived , and the ncccssary condition satisfied by the Cauchy's problem solution is giv-

en. 
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