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关于丢番图方程~aiXi==n 的非负解的研究

梁放驰， 井爱雯
(空军工程大学导弹学院，陕西三原 713800)

摘 要 z 运用初等方法给出了若 qj=(肉，… ， aj-l 咱村，… ， ar)(i=1 ， 2 ， … ， r) 中至少有一个大于 1 ，

则当 n= 吝崎-Eqd-Eaa 时，丢番图方程Zm=n 无非负解。
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对于丢番图方程 ~a品 =n (1) 

其中肉 ，a2' ••• ， ar 和 n 均为正整数，并且(al ， a2' … ， ar)=l ， r二泣，可以证明存在一个正整数M，使得当 n=M

时，方程(1)无非负解。

华罗庚教授曾在文献【1]中提出并证明了当 n=ab-a-b((a ，的 =l ， a ，b>的时，方程ax+by=n 无非负

解z刘丽等在文献[2J中给出了在 a ， b ， c>叭 ， b ， c)=l ，且二百 Ib 及tb|c 的条件下，当 n=怖 ， c) 十

c(a ，的 -a-b-c 时，方程 ax十句+cz=n 无非负解。本文将对此结论作进一步推广。

1 引理及定理证明

引理 1:设 a ， b ， c>l ， (a ,b ,c) =1 ，若(α ，的， (b ， c)与 (a ，c) 中至少有一个大于 1 ，则 a(b ,c) +b(a ,c) + 

c(a ，的 -(a ，的 (b ， c) (a ，c)-a-b-c>O。

证明 z设 a=(a ，的 (a ， c)ρ ，b= (a ，的 (b ，c)q ,c= (a ,c) (b ， c计，其中乡 ， q ， rEz+ , 

(1)若(a ，的>l ， (b ， c)>l ， (a ， c)>l 时，

a(b ， c) 十b(a ， c)+c(a ，的一 (a ，的 (b ， c) (a ,c) -a-b-c 

=ω〉ω，cxadp(1-tD)+q(1一牛)+r(I一中5)-lJ>专+2+?一川，
(2)若(a ，的>1 ， (b ,c)>l , (a ,c) =1 时，

a(b ,c) +b(a ,c) +c(a ，的一 (a ，的 (b ， c) 归 ，c)-a-b-c

1 1 户
=(a ，的 (b ， c)[p (1一百万十r(1-GZ7〉 -1]〉亏十五-1注。

(3)若(a ，b)>l ， (b ,c) =1 , (a ， c) 口 1 时，则 c=r二泣，

a(b ,c) +b(a ，c) +c(a ，的 -(a ，的 (b ， c)(a ，c)-a-b-c

=c(a ，的 -(a ，的 -c>O

综上可知，引理 1 成立。
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引理 2:设 a1 ,aZ ， … ， a，>1 ，且(a1 ,aZ' … ,a,) =1 ， r二泣，若 qi (í= 1 ， 2 ，… ， r) 中至少有一个大于 1 ，则 n=

三仇qe-ErE向〉

证明 z设 a产主 IIqi'扣仨 z+ ， (1~i运r) ，下面分两种情况来讨论，
(U ;=1 

ω若 qi(凶ζr) 中只有一个大于 1 ，不妨设ρ1 ，q;=l ， ωζr一

a，q，-ar-q，>O。

(2)若 qi(lζi~r) 中至少有两个大于 1，则其中至少有一个大于 2(否则若 qi=qj=2 ， (1 ~i<j:::ζ吵，则

队 ，az ， … ， a，)=2 与仙 ， az ，"'， a，)=l 矛盾。) ，则 n=~a中-IIqi-~a严 IIqi[~户口，-1)一
=1 ;=1 - i=l 冒 ;=1 Qf" 

1J>0 。

综合可知，引理 2 得证。

定理 1:设 a ， b ， c>l ，且(a ,b ,c) =1 ，若(a ，的 ， (b ， c) ， (a ， c) 中至少有一个大于 1 ，则当 n=α (b ， c) 斗 -b(a ，c)

十c(a ， b) 一 (a ,b) (b ,c) (a ,c) -a-b-c 时，不定方程 ax+by+cz=n 无非负解。

证明 z若 a(b ，c) +b(a ， c) 十c(a ，的 - (a ,b) (b ,c) (a ,c) -a-b-c=ax+by+cz (x ， y ， z异的

a(b ,c) + b(a ,c) + c(a ，的一 (a ，的。 ， c)(a ， c) = a(x + 1) + b(y 十1) + c(z + 1) 则

那么

从而有

所以

(b ,c) \x + 1, (α ， c) Iy 十 1 ， (a ，的 Iz + 1 

z 十 1 ~ (b ,c) ， y 十 1 二三 (a ， c) ， z 十 1 注 (a ,b) (等号不能同时成立〉

ep 
矛盾，从而定理 1 得证。

利用定理 1 的方法，很容易推广出更一般的结果，即有下面的定理 2。

a(b ,c) + b(a ， c) 十 c(a ，的一 (a ，的 (b ， c)(a ， c) 注 a仿 ， c) + b(a ,c) + c(a ，的

一 (a ，的 (b ， c) (a ,c) ~ 0 

定理 2:设 al ， az ， … ， a，>l ，且(al ， az ， … ， a，)=l ， r二泣，若 q; Ci =l ,2 ,'" ， r) 中至少有一个大于 1 ，如l 当 n=

三叫i-Eqt-Eaa 时，方程ω无非负解。
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若明证 (Xi注0 ， i=1 ， 2 ， … ， r)

则

那么

从而有

qi\Xi 十 1 (1 ζiζ r) 

Xi + 1 注 qi (1 ζ i ~ r)(等号不能同时成立)

所以 ~aiqi - IIqi~ ~a品

即 IIqi~O

矛盾，定理 2 得证。

注: (1)定理 1 中若令 c=O ， (a ，的 =1 ，则当 n=ab-a-b 时方程 ax+by=n(x注O ，y注0)元非负解，这就

是文献[lJ中的结论。

(ω2幻)定理 1 中若令轨a=ω

ax+句炒F十Cαz=n(x二注兰刘O仇，y二注注列O ， z二注兰列Oω)元非负解，这就是文献【2J中的结论。

(3)若以i=1 ， 2 ， …r) 中至少有一个等于 1 ，则方程(1)一定有非负解。

2 结束语

本文给出了方程(1)无非负解的条件，至于定理中的条件如何改进，还有待于进一步研究解决。
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00 the Nooo酬川olutio叫 Di呐叫lS Equa阳军ω=n

LIANG Fang-chi , JING Ai-wen 

(The Missile Institute ,AFEU. ,Sanyuan 713800 ,China) 

A灿bstral

cussed by using the elementary method ,and a kind of non-existence condition for the no旧onn口megativ陀e 

solution of it is given in this paper. 
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