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部分成员没有毁伤能力的随机格斗的获胜概率

袁修久, 刘梦阁, 赵学军
(空军工程大学理学院,西安,710051)

摘要 建立了一方全部成员具有毁伤能力,另一方部分成员具有毁伤能力的随机格斗模型。
在双方随机瞄准的条件下,分别就进攻方分组和不分组的情况建立了格斗双方的状态概率微分

方程组。在不同的作战停止规则下,给出了进攻方分组和不分组情况下进攻方获胜、防御方防

御成功以及出现和局的概率递推算法。在进攻方分组的条件下,证明了不同作战停止规则下获

胜概率的性质,不同的作战停止规则导致获胜概率的性质有较大差异。在进攻方不分组与分组

的情况下,通过具体数值例子比较进攻方的不同参数下的获胜概率,结果发现没有一种进攻方

案绝对占优。
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TheProbabilityofWiningofStochasticDuelofOneSidewithSome
MembersnotHavingAbilitytoAttack

YUANXiujiu,LIUMengge,ZHAOXuejun
(ScienceCollege,AirForceEngineeringuniversity,Xi’an710051,China)

Abstract:Thestochasticduelmodelsbetweentwoforcesthatononesideallmembershaveabilitytoattack
andontheothersidesomemembersdonothavetheabilitytoattackareestablished.Underthecondition
ofstochasticaiming,thedifferentialequationsofstateprobabilityofthegroupedandnotgroupedoffensive
sideareestablished.Underthedifferentcombatterminationdecisionrules,thealgorithmsfortheproba-
bilityofwiningofthegroupedandnotgroupedoffensiveside,theprobabilityofsuccessfuldefenseofde-
fensesideandtheprobabilityofthedrawoftwosidebasedonrecursiveformulaearegiven.Inthecases
thatoffensivesidegrouped,thepropertiesoftheprobabilityofwinningareprovedundertheconditionsof
differentcombatterminationdecisionrules.Differentcombatterminationdecisionrulesresultinaverydif-
ferentpropertyofprobabilityofwinningofoffensiveside.Throughtheconcretenumericalexampleproba-
bilitiesofwinningwithdifferentparametersofthegroupedandnotgroupedoffensivesidearecompared.
Theresultsshowthatthereisnotaattackscenariowhichistheabsolutedominant.
Keywords:stochasticduelmodel;theprobabilityofwinning;thekillprobability



  20世纪60年代起,Williams和Ancker[1]等学

者开始用随机分析方法研究格斗双方的获胜概率,
逐渐形成了随机格斗理论。文献[2~8]研究了二对

一、二对二、多对一以及多对多的随机格斗模型。这

些文献一般先计算状态转移概率函数,然后计算双

方的各种数字特征。文献[9]把随机格斗模型推广

到了作战一方为游击队的情况,给出了作战双方获

胜概率的计算方法。文献[10]在随机瞄准的假定

下,给出了每一方作战兵器相同的随机格斗的获胜

概率递推公式。
经典随机格斗模型的一个基本假定是作战双方

所有成员都具有毁伤对方的能力。然而在某些作战

中,一方只有部分成员具有毁伤对方的能力,而另外

一部分成员不具有该能力。如空对地作战中,很多

情况下,地面目标没有毁伤能力,但它配有防空火

力。本文针对作战双方一方的部分成员具有毁伤能

力,而另一方部分成员没有毁伤能力的情况,建立了

一种新的随机格斗模型,基于递推公式给出了计算

双方获胜概率的算法。

1 基本假设

假定作战的双方为A 和B 。A 方的每一成员

都具有发现毁伤对方成员的能力,B 方只有部分成

员具有该能力,称为作战单元,把不具有该能力的成

员称为被动目标。
假定A 方作战目的是毁伤B 方被动目标。B 方

作战目的是消灭 A 方作战单元、保护己方被动目

标。A 方的作战单元类型相同。B 方的被动目标的

类型相同,B 方的所有作战单元的类型也相同。双

方作战单元火力发射间隔时间服从相同指数分布。
同一作战单元不同次发射间隔时间及不同作战单元

发射间隔时间独立。双方弹药数量无限。每一个作

战单元随机攻击对方目标。在作战中,A 方毁伤B
方全部被动目标后,一种情况是立即退出战斗,另一

种情况是仍在B 方的火力范围内,需同B 方继续作

战。因此本文考虑2种战斗停止条件:①B 方的全

部被动目标被毁伤或者A 方的所有作战单元被毁

伤,战斗停止;②B 方全部被动目标和作战单元被

毁伤或A 方所有作战单元被毁伤,战斗停止。
战斗结束时,如果B 方的被动目标全部被毁

伤,而A 方有生存作战单元,不论B 方是否有生存

作战单元,认为A 方胜;如果A 方的全部作战单元

被毁伤,B 方有生存被动目标,认为B 方防御成功;
如果A 方的全部作战单元及B 方的全部被动目标

被毁伤,认为战斗为和局。

2 A 方分组的随机格斗模型

A 方把作战单元分成2组,A1 用于攻击B 方

的被动目标B1,A2 用于攻击B 方作战单元B2。

λBA 为单位时间内B 方一个作战单元对A 方作

战单元毁伤数。λ1AB ,λ2AB 分别是A 方一个作战单元

对B 方被动目标和作战单元毁伤数。
(i1,i2,j,k)是A 方的2组作战单元、B 方的

被动目标和作战单元在t时刻的状态。

2.1 状态概率的微分方程模型

假设A 方的2组初始作战单元数分别为a,

b;B 方的初始作战单元数为c,初始被动目标数为

d,从而初始状态概率P(0)
(a,b,c,d)=1。由于B 方的一

个作战单元每次对A 方的每一个作战单元的攻击

概率是相同的,所以在战斗停止条件1下,Δt时间

内A 方A1 作战单元被毁伤的概率为:

P(Δt)
(i1+1,i2,j,k)(i1,i2,j,k)=

k(i1+1)λBA

i1+i2+1
Δt+o(Δt)

同理可得Δt时间内其它的状态状移概率表达式。

 由此可得战斗停止条件①下,状态概率满足的微

分方程组为:

P'(t)(i1,i2,j,k)+(kλBA +i1λ1AB +i2λ2AB)P(t)
(i1,i2,j,k)=

(k
(i1+1)λBA

i1+i2+1
)P(t)

(i1+1,i2,j,k)+

(k
(i2+1)λBA

i1+i2+1
)P(t)

(i1,i2+1,j,k)+

(i1λ1AB)P(t)
(i1,i2,j+1,k)+(i2λ2AB)P(t)

(i1,i2,j,k+1),

i1=0,1,2,…,a;i2=0,1,2,…,b;j=1,2,…,c;

k =1,2,…,d;且i1,i2中最多有一个为0。

P'(t)(i1,i2,0,k)= (i1λ1AB)P(t)
(i1,i2,1,k),

P'(t)(i1,i2,j,0)+(i1+i2)λ1ABP(t)
(i1,i2,j,0)=

(i2λ2AB)P(t)
(i1,i2,j,1)+(i1+i2)λ1ABP(t)

(i1,i2,j+1,0),

P'(t)(i1,0,0,k)= (i1λ1AB)P(t)
(i1,0,1,k),

P'(t)(0,0,j,k)= (kλBA)P(t)
(1,0,j,k)+(kλBA)P(t)

(0,1,j,k),

i1=1,2,…,a;i2=0,1,…,b;j=1,2,…,c;

i1+i2=1,2,…,a+b;k =1,2,…,d。

P'(t)(a,b,c,d)+(aλ1AB +bλ2AB+dλBA)P(t)
(a,b,c,d)=0。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(1)

在战斗停止条件②下,状态概率满足的微分方

程组见式(2),双方初始兵力较少时,方程组(1)、(2)
能够解出解析解。但当初始兵力较多时,解析解的

表达式很复杂,写出来也没有办法使用,可采用递推

的方法解对应的差分方程。在双方初始兵力较多

时,从方程组(1)、(2)出发计算获胜概率的计算量很

大。本文给出另一种计算获胜概率的方法。
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P'(t)(i1,i2,j,k)+(kλBA +i1λ1AB +i2λ2AB)P(t)(i1,i2,j,k)=

(k
(i1+1)λBA

i1+i2+1
)P(t)(i1+1,i2,j,k)+(

k(i2+1)λBA

i1+i2+1
)P(t)(i1,i2+1,j,k)+

(i1λ1AB)P(t)(i1,i2,j+1,k)+(i2λ2AB)P(t)(i1,i2,j,k+1),

i1=0,1,2,…,a;i2=0,1,2,…,b;j =1,2,…,c;

k =1,2,…,d;且i1,i2中最多有一个为0。

P'(t)(i1,i2,0,k)+[kλBA +(i1+i2)λ2AB]P(t)(i1,i2,0,k)=
(i1λ1AB)P(t)(i1,i2,1,k)+(i1+i2)λ2ABP(t)(i1,i2,0,k+1)+

(k
(i1+1)λBA

i1+i2+1
)P(t)(i1+1,i2,0,k)+

(k
(i2+1)λBA

i1+i2+1
)P(t)(i1,i2+1,0,k)

P'(t)(i1,i2,j,0)+(i1+i2)λ1ABP(t)(i1,i2,j,0)= (i2λ2AB)P(t)(i1,i2,j,1)+
(i1+i2)λ1ABP(t)(i1,i2,j+1,0),

i1+i2=1,2,…,a+b;k =1,2,…,d;j =1,2,…,c

P'(t)(i1,0,0,k)+(kλBA +i1λ2AB)P(t)(i1,0,0,k)= (kλBA)P(t)(i1+1,0,0,k)+

(i1λ1AB)P(t)(i1,0,1,k)+( k
i1+1

)λBAP(t)(i1,1,0,k)+

(i1λ2AB)P(t)(i1,0,0,k+1),

P'(t)(0,0,j,k)= (kλBA)P(t)(1,0,j,k)+(kλBA)P(t)(0,1,j,k),

i1=1,2,…,a;j =1,2,…,c;k =1,2,…,d

P'(t)(a,b,c,d)+(aλ1AB +bλ2AB +dλBA)P(t)(a,b,c,d)=0。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(2)

2.2 A 方的获胜概率

如果A1,A2 剩余的作战单元为x、y,B 方剩

余的单元为u、v,A 方和B 方的作战称为 (x,y)∶
(u,v)格斗。

A 方获胜概率PA(x,y,u,v)满足递推方程:

PA(x,y,u,v)=ξ(x,y,u,v)PA(x,y,u-1,v)+
    η(x,y,u,v)PA(x,y,u,v-1)+
    γ(x,y,u,v)PA(x-1,y,u,v)+
    θ(x,y,u,v)PA(x,y-1,u,v)

    x =1,2,…,a;y =1,2,…,b;

    u =1,2,…,c;v =1,2,…,d。

(3)

式 中:ξ(x,y,u,v),η(x,y,u,v),γ(x,y,u,

v),θ(x,y,u,v)分别是 (x,y)∶(u,v)格斗中

B1,B2 单元、A1,A2 单元首次出现毁伤的概率。

因每个作战单元不同次发射火力间隔时间独

立,且呈相同指数分布,不同作战单元发射火力间隔

时间独立,所以A1 中x 个作战单元中有一个作战

单元Ak0 首先毁伤B1 的概率为:

Pk0 =P{T1
ABk0 <min(T1

ABk,T2
ABl,TBAp,k≠k0,k

=1,2,…,x;l=1,2,…,y;p=1,2,…,v)}

=
λ1AB

xλ1AB +yλ2AB +vλBA
。

式中:T1
ABk,T2

ABl 分别为A1 中 第k 个作战单元,

A2 中第j 个作战单元首先毁伤B1,B2 的时间;

TBAp 为B 方第p 个作战单元首先毁伤A1 的时间。

A 方x 个作战单元中,每一个作战单元都有可

能首先毁伤被动目标,所以:

ξ(x,y,u,v)=
xρ1

xρ1+yρ2+v
,其 中:ρ1 =

λ1AB

λBA
,ρ2=

λ2AB

λBA
。同理中计算η(x,y,u,v),γ(x,y,

u,v),θ(x,y,u,v)。从而有:

PA(x,y,u,v)=
xρ1

xρ1+yρ2+vPA(x,y,u-1,v)+

   
yρ2

xρ1+yρ2+vPA(x,y,u,v-1)+

xv
(x+y)(xρ1+yρ2+v)PA(x-1,y,u,v)+

vy
(x+y)(xρ1+yρ2+v)PA(x,y-1,u,v)

(4)

经过一段时间战斗后,4个状态 (x,0,u,v),
(0,y,u,v),(x,y,0,v),(x,y,u,0)中的一个必

然出现。

对于状态(0,y,u,v),A2 有生存作战单元,B
方有生存被动目标,按假定A2 继续同B2 作战。如

果B2 全部被毁伤,则剩下的A 方作战单元将全部

用于毁伤B1,直到B1 被全部毁伤,战斗停止;如果

A2 被全部毁伤,战斗停止。通过式(5)递推计算A
方获胜的概率:

PA(0,y,u,v)= ρ2y
ρ2y+vPA(0,y,u,v-1)+

   v
ρ2y+vPA(0,y-1,u,v)

边界条件为:

PA(0,y,u,0)=1;PA(0,0,u,v)=0

y =1,2,…,b;u =1,2,…,c;v =1,2,…,d

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(5)

对于状态(x,y,0,v),B1 已经被消灭,如果使

用战斗停止条件①,则:

PA(x,y,0,v)=1

x=0,1,…,a;y=0,1,…,b;v=0,1,…d
且x,y 中最多只有一个为0

ì

î

í

ï
ï

ïï

(6)

如果使用战斗停止条件②,通过下列递推方程

(7)求A 方获胜的概率PA(x,y,0,v)。

定义PA(x,y,0,v)=PA(x+y,v),则:
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PA(x+y,v)=
(x+y)ρ2
(x+y)ρ2+vPA(x+y,v-1)+

v
(x+y)ρ2+vPA(x+y-1,v)

边界条件为:

PA(0,v)=0;PA(x+y,0)=1。

x+y =1,2,…,a+b;v =1,2,…,d

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(7)

对于状态 (x,0,u,v),按条件①,如果B2 被毁

伤后,战斗停止。如果A 方作战单元被毁伤,战斗

也停止。和式(4)类似的推导可得:

PA(x,0,u,v)=
xρ1

xρ1+vPA(x,0,u-1,v)+

   v
xρ1+vPA(x-1,0,u,v)

边界条件为:

PA(0,0,u,v)=0;PA(x,0,0,v)=1;

x=1,2,…,a;u=1,2,…,c;v=1,2,…,d

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(8)

按条件①,通过下面递推方程(9)求A 方获胜

概率PA(x,0,u,v)。

PA(x,0,u,v)=
xρ1

xρ1+vPA(x,0,u-1,v)+

   v
xρ1+vPA(x-1,0,u,v)

PA(0,0,u,v)=0

PA(x,0,0,v)=
xρ1

xρ1+vPA(x,0,0,v-1)+

   v
xρ1+vPA(x-1,0,0,v)

PA(x,0,0,0)=1;PA(0,0,0,v)=0;

x=1,2,…,a;u=1,2,…,c;v=1,2,…,d

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(9)

对于状态 (x,y,u,0):

PA(x,y,u,0)=1,x=1,2,…,a

y=1,2,…,b;u=1,2,…,c{ (10)

使用式(4)、(5)、(6)、(8)、(10)可以计算出战斗

停止条件①下A 方获胜的概率;使用(4)、(5)、(7)、

(9)、(10)式可以计算出战斗停止条件②下A 方获

胜的概率。

2.3 B 方防御成功概率

战斗停止条件②下B 方防御成功概率相同把

式(4)中的P 的下标换成B 时可得到B 方防御成功

的概率PB(x,y,u,v)的递推方程。

  在递推过程中,需要计算出现状态 (x,0,u,

v),(0,y,u,v),(x,y,0,v),(x,y,u,0)时,B
方防御成功概率。这些概率分别用式(11),(12),
(13),(14)计算。

PB(0,y,u,v)= ρ2y
ρ2y+vPB(0,y,u,v-1)+

   v
ρ2y+vPB(0,y-1,u,v)

边界条件为:

PB(0,y,u,0)=0;PB(0,0,u,v)=1;

y =1,2,…,b;u =1,2,…,c;v =1,2,…,d

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(11)

PB(x,0,u,v)= ρ1x
ρ1x+vPB(x,0,u-1,v)+

   v
ρ1y+vPB(x-1,0,u,v)。

PB(x,0,0,v)=0;PB(0,0,u,v)=1。

x =1,2,…,a;u =1,2,…,c;v =1,2,…,d

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(12)

PB(x,y,0,v)=0。

x=1,2,…,a;y=1,2,…,b,v=1,2,…,d{ (13)

PB(x,y,u,0)=0

x =1,2,…,a;y =1,2,…,b;u =1,2,…,c{ (14)

2.4 双方出现和局的概率

使用战斗停止条件2战斗有可能出现和局。把

式(4)中下标换AB,就得到了和局概率PAB(x,y,

u,v)的递推公式。

  在递推过程中,需要计算出现状态 (x,0,u,

v),(0,y,u,v),(x,y,0,v),(x,y,u,0)时,战
斗出现和局的概率。这些概率分别用式(15),(16),

(17),(18)计算。

PAB(x,0,u,v)=
xρ1

xρ1+vPAB(x,0,u-1,v)+

   v
xρ1+vPAB(x-1,0,u,v),

PAB(0,0,u,v)=0。

PAB(x,0,0,v)=
xρ2

xρ2+vPAB(x,0,0,v-1)+

   v
xρ2+vPAB(x-1,0,0,v),

PAB(x,0,0,0)=0;PAB(0,0,0,v)=1;

x =1,2,…,a;u =1,2,…,c;v =1,2,…,d

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(15)

PAB(0,y,u,v)=0

y=1,2,…,b;u=1,…,c;v=1,2,…,d{ (16)

PAB(x,y,u,0)=0

x+y=1,2,…,a+b;u=1,2,…,c{ (17)

PAB(x,y,0,v)按下面的递推公式计算。
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定义PAB(x+y,v)=PAB(x,y,0,v),则:

PAB(x+y,v)=
(x+y)ρ2
(x+y)ρ2+vPAB(x+y,v-1)+

   v
(x+y)ρ2+vPAB(x+y-1,v)

边界条件为:
PAB(0,v)=1;PAB(x+y,0)=0;

x+y =1,2,…,a+b;v =1,2,…,d

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(18)

3 A 方不分组的获胜概率计算

3.1 A 方对B 方攻击不区分被动目标和作战单元

A 方的每个作战单元向B1,B2 随机地进行攻

击,A 方的作战单元不分组。
通过下列递推方程(19)求A 方获胜概率:

PA(x,y,z)=
xyρ1

xyρ1+xzρ2+z(y+z)PA(x,y-1,z)+

   
xzρ2

xyρ1+xzρ2+z(y+z)PA(x,y,z-1)+

   z(y+z)
xyρ1+xzρ2+z(y+z)PA(x-1,y,z)

(19)

在战斗停止条件①,边界条件为:
PA(0,y,z)=0,PA(x,y,0)=1,PA(x,0,z)=1;

x =1,2,…,a+b,y =1,2,…,c;z =1,2,…,d。{ (20)

在战斗停止条件②下,使用递推方程(21),需要

计算出现状态 (0,y,z),(x,y,0),(x,0,z)时,
A 方获胜的概率,这些概率使用式(21)~(22)计
算:
PA(0,y,z)=0,PA(x,y,0)=1
x =1,2,…,a+b;y =1,2,…,c;z =1,2,…,d{ (21)

PA(x,0,z)= ρ2x
ρ2x+zPA(x,0,z-1)+

   z
ρ2x+zPA(x-1,0,z)

PA(0,0,z)=0;PA(x,0,0)=1;

x=1,2,…,a+b;z=1,2,…,d

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(22)

3.2 A 方攻击B 方区分被动目标和作战单元

作战开始时,A 方首先用全部作战单元毁伤

B2。如果B2 全部被毁伤,A 方用剩余的作战单元

毁伤B1,直到全部毁伤。如果A 方作战单元被全

部毁伤,战斗停止。通过下列递推方程(23)计算A
方获胜的概率PA(a+b,c,d):

PA(x,c,z)=
xρ2

xρ2+zP
A(x,c,z-1)+

   z
xρ2+zP

A(x-1,c,z)

PA(0,c,z)=0;PA(x,c,0)=1;
x=1,2,…,a+b;z=1,2,…,d

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(23)

  利用式(4)、(6)、(7)、(10)可以证明下面定理。

定理 在战斗停止条件①下,

lim
ρ1→+¥

PA(x,y,u,v)=1。

2)在战斗停止条件②下:

lim
ρ1→+¥

PA(x,y,u,v)=

  ρv
2∑

x+y

j=1

(-1)x+y-jj(x+y+v)Γ(ρ2j+1)
(x+y-j)!j! Γ(v+ρ2j+1)

因此,在A 方分组进攻的条件下,不同的战斗

停止条件可能导致获胜概率的性质不同:在条件①
下,不断增大A 方毁伤被动目标的能力,可以使A
方获胜的概率接近于1。在条件②下,仅仅不断提

高毁伤被动目标的能力不能使得A 方获胜的概率

接近于1。

4 算例

A 方有2个作战单元,B 方有2个被动目标和

1个作战单元。A 方分组攻击B 方,用式(4)、(5)、

(6)、(8)、(10)算得A 方的获胜概率为:

ρ1
ρ1+ρ2+1

(1- 1
2(ρ2+1)

1
ρ1+ρ2+1- 1

2(ρ1+1)
1

ρ1+ρ2+1
)+

ρ2
ρ1+ρ2+1+ 1

2(ρ2+1)
1

ρ1+ρ2+1+ 1
2(ρ2+1)

ρ2
ρ1+ρ2+1

(ρ1
ρ1+1)

(24)

同理中算出A 方不分组情况,A 方对B 方攻击

区分被动目标与作战单元,以及不区分被动目标和

作战单元,A 方获胜的概率。

  图1给出了A 方在3种攻击策略下的获胜概

率随ρ2 增大时概率的变化曲线。可以看出,没有一

种进攻方案在任何情况下获胜概率绝对占优。

图1 不同进攻方案下的获胜概率

Fig.1 Probabilitiesofwinningunderdifferent

attackscenarios
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