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最优二元自正交码
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摘要 构造一般二元自正交码是经典纠错码和量子纠错码研究的难点。研究基于并置二元循

环矩阵的1􀆼生成子拟循环码结构。以向量移位等价、线性码等价以及二元自正交码码字偶重量

特点等为基础,设计特殊二元拟循环码结构,构造了28个最优或已知最优二元拟循环自正交

码。提出自正交码截短􀆼删除方法,构造出所获得自正交码的62个衍生码。文中的90个二元

自正交码与文献[13]中最优或已知最优线性码比较,分别有67和23个二元自正交码是最优和

已知最优。构造结果验证2个方法对一般二元自正交码构造的有效性,同时能较好解决量子纠

错码构造中具有尽可能大对偶重量自正交码的设计问题。
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Abstract:Designinggeneralbinaryself􀆼orthogonalcodesisadifficultprobleminbothclassicalcodingtheo-
ryandquantumcodingtheory.Thestructureofone􀆼generatorquasi􀆼cycliccodesconstructedbyconcatena-
tingbinarycirculantmatricesisinvestigated.Twenty􀆼eightoptimalorbestknownbinaryself􀆼orthogonal
codesarebuiltbydesigningthestructureofaspecialsubclassofquasi􀆼cycliccodes,whichtakesadvantage
ofsomerestrictionssuchastheshiftingequivalencerelationonvector,theequivalencerelationonlinear
codesandevenweightpropertyofbinaryself􀆼orthogonalcodes.Apuncturing􀆼expurgatingconstruction
methodforbinaryself􀆼orthogonalcodesisproposed,andsixty􀆼twoderivedcodesfromtheseobtainedself
􀆼orthogonalcodesareconstructed.IncomparisonwithLiterature(13),67and23amongourninetyself􀆼
orthogonalcodesareseparatelyoptimalandbestknown.Theconstructionresultsindicatethatthesetwo
methodsareeffectivetodesigngeneralself􀆼orthogonalcodes.Furthermore,theideascanpreferablysolve
theconstructionproblemofself􀆼orthogonalcodeswithpossiblelargerminimumdualweight,whichisthe
criticalinfrastructureindesigningbetterquantumcodes.
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  作为一类特殊的线性码类,自正交码已成为构

造量子纠错码的基础[1􀆼4]。当前自正交码研究的热

点之一是构造和分类给定码长和维数的自对偶

码[5􀆼6],但就如何构造一般自正交码进展缓慢[7]。设

计最优自正交码,不但是经典编码领域的重要研究

课题,同时也可以为量子纠错码构造提供结构上的

借鉴。
拟循环码是循环码的自然推广,现有的许多参

数最优或已知最优线性码是拟循环码[8􀆼9]。拟循环

码具有优雅的代数结构[10􀆼11]和较为可行的构造方

法[8􀆼9],已成为探索好参数码的重要途径之一。尽管

将单一的由已知码构造新码的经典构造法应用于自

正交码构造,新码参数不太理想或自正交性可能得

不到保证[12],但组合使用经典构造法,仍有望克服

自正交码构造面临的这2个问题。
本文基于一种特殊的二元拟循环结构和截短􀆼

删除法构造二元自正交码,与文献[13]中最优或已

知最优线性码比较,分别有67和23个二元自正交

码是最优和已知最优。

1 预备知识

设F2= 0,1{ }为二元域,称Fn
2 的k维子空间C

是码长为n 的k 维二元线性码,记为C= n,k[ ]。
记wtx( ) 为x∈Fn

2 中非零分量数量,称d=
d C( )=minwtc( ) c∈C,c≠0{ } 为码C 的最小重

量。具 有 最 小 重 量 d 的 n,k[ ] 码 记 为 C =
n,k,d[ ]。以码C 的一组基为行的矩阵G 称为C
的生成矩阵。设G1,G2 是线性码C1,C2 的生成矩

阵,如果存在置换矩阵P,使得G1=G2P,则称C1

和C2 置换等价。任意线性码C= n,k[ ] 等价于具

有生成矩阵G= Ik Ak× n-k( )( ) 的系统码。Fn
2 上

的Euclidean内 积 为 x,y( )=∑
n

i=1
xiyi,式 中:x=

x1,…,xn( ); y = y1,…,yn( ) ∈ Fn
2。 称

n,n-k[ ] 码C⊥= x∈Fn
2 x,C( )=0,C∈C{ } 为码

C 的对偶码。若C⊂C⊥,则称C 是自正交的;若C
=C⊥,则称C 是自对偶。

定义1 设最优二元线性码C= n,k,d[ ] 和自

正交码C'= n,k,d'[ ],如果d 为偶数时d'=d,或
d 为奇数时d'=d-1,则称C'是最优的。

定义2 设二元线性码C= n,k,d~dopt[ ] 和

自正交码C'= n,k,d'[ ],其中d 和dopt分别为给定

码长n 和维数k时码的最小重量已知下界和理论上

界。如果d 为偶数时d'=d,或d 为奇数时d'=d
-1,则称C'是已知最优的。

引理1 若二元线性码C= n,k[ ] 是自正交的,

则k≤
n-1
2

,且对任意c∈C,wtc( ) 为偶数。

2 拟循环二元自正交码

定义3 设C= n,k[ ] 是二元线性码,πp:Fn
2→

Fn
2 为p 循环移位算子。如果对任意c∈C,有πpc
∈C,则称C 为拟循环码。

定义4 称矩阵

g
π1 g( )

︙
πk-1 g( )

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

为与向量g∈Fk
2 对

应的F2 上的循环矩阵,记为<g>k。
令G= Ik,<g1>k,…,<gp-1>k( ),其中<gi>k 为

F2 上与gi∈Fk
2,1≤i≤p-1对应的循环矩阵,则

G 生成特殊拟循环码C= pk,k[ ]。称向量g=
1,g1,…,gp-1( )∈Fpk

2 为拟循环码C 的生成向量。
显然,拟循环码C 的生成矩阵G 和生成向量g 一一

对应。此时,这种拟循环码记为C=<g>=<1,g1,
…,gp-1>。

直接选择g1,…,gp-1∈Fk
2 构造拟循环码C=

<1,g1,…,gp-1>面临2个困难:①gi,1≤i≤p-1
数量大,共有2k p-1( ) 种可能。随着k 和p 增大,已
经超出现有计算能力;②在这些拟循环码中,大量码

是等价的。下面围绕这2个问题,研究特殊拟循环

码C=<g>=<1,g1,…,gp-1>生成向量选择和构造

策略。
引理2[8] 设Fk

2 上二元关系~为gi~gj 当且

仅当存在l∈Z,使得gi=πl gj( ),则~是Fk
2 上等价

关系,且Mk= Fk
2/~ =∑

d k
 ∑

m d
μ m( )2

d
m,其中μ

·( ) 为默比乌斯函数。当k较大时,Mk~2k/k。
定义Fk

2 上二元关系≤为gi≤gj 当且仅当

D gi( )≤D gj( ),其中D g( ) 为g∈Fk
2 的十进制表

示,则≤是 Fk
2 上面的全序关系。令 g

~

=argmin
D f( ) f∈ g[ ]{ }, 即 等 价 类 g[ ] =
f∈Fk

2 f~g{ },g∈Fk
2 中十进制表示最小的代表

元素,则 Fk
2/~= g

~

1,g
~

2,…,g
~

Mk{ },其中 g
~

1,g
~

2,

…,g
~

Mk 是不同等价类的十进制表示最小代表元素。
考虑拟循环码

C=<g
~
>=<1,g

~

i1,…,g
~

ip-1>,g
~

ij∈Fk
2/~,j=

1,…,p-1 (1)
则式(1)拟循环码生成向量共有 Mp-1

k 种可能。

对较大的k和p,Mp-1
k ~

2k p-1( )

kp-1 ≪2
k p-1( ) 。

引理3 设拟循环码C=<g
~
>=<1,g

~

i1,…,
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g
~

ip-1>,g
~

ij∈Fk
2/~,j=1,…,p-1,则码C 等价于

C'=<g
~
'>=<1,g

~

i'1,…,g
~

i'p-1>,i'
1,…,i'

p-1是i1,…,

ip-1的全排列,满足D g
~

i'1( )≤…≤D g
~

i'p-1( )。
引理3表明:如果考虑生成向量十进制表示全

序关系,可以消除构造过程中码的等价重复。根据

引理1、引理2和引理3,最优或已知最优拟循环自

正交码结构如式(2):

C=<g
~
>=<1,g

~

i1,…,g
~

ip-1>,g
~

ij∈Fk
2/~,j=1,…,p-1

    s.t.D g
~

i1( )≤…≤D g
~

ip-1( ),

    1+ ∑
p-1

j=1
wt g

~

ij( )≡0mod2

(2)

基于式(2),可由已知二元拟循环码 (初始为单

位矩阵)构造最优或已知最优拟循环自正交码。维

数为12的二元拟循环自正交码构造过程见图1,图
中LBC和SOC分别表示线性码和自正交码。例

如,二元拟循环自正交码[84,12,34]经由2次并置

构造而成。与文献[13]中二元线性码比较,自正交

码[60,12,24],[36,12,12]和[24,12,8]达到最优

线性码的距离界,因此是最优二元自正交码;文献

[13]给出线性码[96,12,40􀆼42],[84,12,35􀆼36]和
[48,12,17􀆼18],因此自正交码[96,12,40],[84,
12,34]和[48,12,16]是已知最优的。

图1 维数为12的二元拟循环自正交码

Fig.1 Binanyquasi􀆼cyclicself􀆼orthwgonalcodeswithdimension12

  定理1 存在28个最优或已知最优二元自正

交码。
  最优二元自正交码为:[81,9,36],[72,9,32],
[63,9,28],[45,9,18];[90,10,40],[50,10,20],
[40,10,16],[30,10,10];[77,11,32],[44,11,
16],[22,11,6];[60,12,24],[36,12,12],[24,
12,8];[39,13,12],[26,13,6];[56,14,20];[45,
15,14]。已知最优二元自正交码为:[90,9,40];
[60,10,24];[96,12,40],[84,12,34],[48,12,
16];[91,13,36],[65,13,24],[52,13,18],[42,
14,12];[60,15,20]。

3 自正交码的衍生码

由已知码构造新码的经典线性码构造法可能会

破坏自正交码的自正交性,因此许多构造方法,譬如

截短法(puncturingmethod),不能直接用于自正交

码构造。但如果结合多种构造法,则有望保持码的

自正交性,且新码具有较好参数。基于截短法和删

除法(expurgatingmethod),易证引理4。
引理4 设G= Ik Ak× n-k( )( ) 是二元自正交

码C= n,k,d[ ] 的 生 成 矩 阵,T= i1,…,it{ }⊂
1,…,k{ },记删除G 的 ij,ij( ),1≤j≤t元素所在

的行和列的矩阵为GT,则GT 生成自正交码CT=
n-t,k-t,≥d[ ]。

例如,考虑拟循环自正交码[56,14,20]。由引

理4得截短􀆼删除自正交码[56􀆼t,14􀆼t,20],1≤t≤
4。文献[13]给出线性码[55,13,20􀆼21],[54,12,20
􀆼22],[53,11,20􀆼22]和[52,10,21􀆼22],易知:[55,
13,20]为最优二元自正交码,而[56􀆼t,14􀆼t,20],2
≤t≤4为已知最优自正交码。

对表1中拟循环自正交码进行截短􀆼删除,可得

最优和已知最优自正交码,见表2。
定理2 存在如下62个最优或已知最优二元

自正交码。

表1 二元拟循环自正交码的截短􀆼删除衍生码

Tab.1 Punctured􀆼expurgatedcodesfrombinaryquasi􀆼cyclicself􀆼orthogonalcaeles

               二元自正交码 [n,k,d] 性质

[80,8,36],[55,13,20],[49,9,20],[44,8,18].
[90-t,10-t,40],[63-t,9-t,28],[45-t,15-t,14],[30-t,10-t,10],t=1,2.
[72-t,9-t,32],[44-t,11-t,16],1≤t≤3.
[60-t,12-t,24],[36-t,12-t,12],[22-t,11-t,6],1≤t≤5.
[40-t,10-t,16],1≤t≤6;[24-t,12-t,8],1≤t≤10.

最优

[95,11,40],[64,12,24],[59,14,20],[51,12,18],[42,12,14].
[77-t,11-t,32],t=1,2;[39-t,13-t,12],1≤t≤3;[56-t,14-t,20],2≤t≤4.

已知最优
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4 结论

构造一般的自正交码,是经典纠错码研究的难

点之一,也是好参数量子纠错码设计的基础。本文

分析一类特殊拟循环码,提出基于二元循环矩阵并

置构造的最优自正交码设计结构。通过引入向量移

位等价关系和拟循环码生成向量的全序关系,减小

拟循环码生成向量空间的规模;充分考虑二元自正

交码码字偶重量特点,尽最大可能减少码重量参数

计算次数。这两点保证了拟循环自正交码构造算法

的高效性。提出针对自正交码构造的截短􀆼删除法,
以所获得的28个二元自正交拟循环码为基础,构造

了62个自正交衍生码。这90个自正交码是最优或

已知最优的。文中提出的这2种构造法,较好解决

了一般自正交码,特别是长码长自正交码构造问题。
特别地,文中思想和方法,可以用于设计对偶距离尽

可能大的自正交码,对构造好参数量子纠错码具有

重要的利用价值。
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