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一种针对收敛性问题的改进进退法及其仿真验证
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摘　要：进退法是最优化方法中一种常用且简单的一维单峰试探搜索算法。 针对进退法的收敛
性和收敛速率展开研究，在讨论了进退法的算法原理及其实施步骤的基础上，针对原算法在某
些情况不收敛的问题，提出了一种改进的进退法，将原算法每次进退迭代中的转向步长变为与
前一步长和迭代次数有关的函数， 这样可以克服原算法不收敛的缺点。 通过严格的理论推导
证明了改进进退法的正确性，并利用实例仿真验证了其有效性。 结果表明：进退法收敛速率不
稳定，依不同初始参数而不同，改进进退法以降低收敛速率为代价而保证收敛性。
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由于现代化生产和科学技术的飞速发展，客观世界中的问题越来越复杂，要求越来越高，许多问题用传
统的数学方法已经难以解决，因而迫切需要研究更深一步的数学理论和数学方法，最优化理论与方法是数学
的一个重要分支，是指从问题的许多可能解答中选择以某种指标最好的解答［１ －３］ 。 它所研究的问题是讨论
在众多的方案中，什么样的方案最优以及怎样找出最优方案。 随着最优化理论与方法研究不断发展，最优化
方法如今已经发展成为一门包含了广泛内容的成熟独立学科，现已广泛地应用于空间技术、军事科学、系统
识别、无线通讯、光学系统、计算数学、工程设计、自动控制、资源分配、经济管理等诸多方面［４ －１０］ 。
在最优化方法中，一维搜索或线搜索（Ｌｉｎｅ Ｓｅａｒｃｈ）是比较常见的一类优化搜索方法［１，９ －１０］ 。 其主要思

想是首先确定搜索区间，再用某种方法缩小这个区间，从而得到所需的最优解。 在一维搜索方法中，试探法
是其中的一类方法。 其基本流程是陆续取一些试探点，逐次比较这些点的函数值，完成一维搜索的任务。 本
文针对一种经典的一维单峰试探搜索方法（进退法）展开研究，针对进退法在某些情况不收敛的缺点，提出
了一种改进的进退法，并从理论推导和仿真实验证明了文中方法的正确性和有效性，同时得出了一些有益的
结论。

１　进退法

进退法是一维搜索算法中一种简单试探搜索方法
［１ －３］ ，其基本思想是从某一点出发，按一定的步长，确

定函数值呈“高－低－高”的 ３点。 如果一个方向不成功，就退回来，再沿相反的方向寻找。
定义 １　设α倡

是ψ（α）的极小点，若存在闭区间［a，b］，使α倡∈［a，b］，则称［a，b］是ψ（α）的搜索区间。
对于连续函数ψ（α），设问题为：

ｍｉｎ
a≤α≤b

　ψ（α） （１）
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　　则令：

Ψ（α） ＝
ψ（α）　，　a≤α≤b
＋∞　，其他

（２）

显然

ｍｉｎ
a≤α≤b

　ψ（α） ＝ｍｉｎ
α∈R１

　Ψ（α） （３）

因此，不失一般性，总可以考虑ｍｉｎ
α∈R１

　Ψ（α）。

利用进退法搜索 ｍｉｎ
a≤α≤b

　ψ（α）的步骤如下：

步骤 １　选取初始点α∈R１ ，初始步长 h＞０，精度 ε ＞０及计数值 r＝０，计算φ１ ＝ψ（α）；
步骤 ２　计算φ２ ＝ψ（α＋h）；
步骤 ３　若φ２ ＜φ１（此时称为搜索成功，下一步搜索就大步前进），令α： ＝α＋h，φ１： ＝φ２，h： ＝２· h，转

步骤２；若φ２≥φ１（此时称为搜索失败，下一步搜索就小步后退），判别｜h｜≤ε？ 若｜h｜≤ε，停止迭代，α倡 ＝α；
否则令 h： ＝－h／４，r： ＝r＋１，转步骤 ２。
这样不断地迭代搜索，直到搜索到α倡为止。
事实上，进退法在一些情况下是不收敛的。 下面通过一个命题来证明这种情况。
命题 １　利用进退法迭代时，存在周期性振荡不收敛现象。
证明　给定闭区间［a，b］为搜索区间，在任意一次（第 r次，r为非负整数）迭代中（不妨设为进过程），设

进过程初始步长为 A，０ ＜A≤b－a，自变量值为 x，函数值为 y，步长为 h，则；
存在一个非负整数 i，使得 yi ＝f（xi），且 y０≥y１≥⋯≥yi，其中 yi 为进过程最小值，yi ＋１为进过程边界，即

yi ＋１ ＞yi；
由原进退法容易得第 k步的步长 hk 和第 k＋１ 步的变量值 xk ＋１满足：hk ＝A· ２ k，xk ＋１ ＝xk ＋hk，k为非负

整数且 ０≤k≤i，则 xi ＋１ ＝xi ＋hi ＝x０ ＋h０ ＋h１ ＋⋯＋hi －１ ＋hi ＝x０ ＋（２ i ＋１ －１）A。
设在第 r＋１次迭代中（退过程）自变量值为 x′，函数值为 y′，步长为 h′；由原进退法知 x′０ ＝xi ＋１，h′０ ＝

－１
４ · hi ＝－１

４ A· ２ i ＝－A· ２ i －２，存在非负整数 j，使得 y′j ＝f（x′j），且 y′０≥y′１≥y′２≥⋯≥y′j，其中 y′j 为退

过程最小值，y′j ＋１为退过程边界，即 y′j ＋１ ＞y′j；由原进退法知 h′l ＝h′０· ２ l ＝－A· ２ i －２ · ２ l，x′l ＋１ ＝x′l ＋h′l，l
为非负整数，且 ０≤l≤j；则 x′j ＋１ ＝x′j ＋h′j ＝x′０ ＋h′０ ＋h′１ ＋⋯ ＋h′j －１ ＋h′j ＝x０ ＋（２ i ＋１ －１）A －A· ２ i －２ ·
（２ j ＋１ －１）。
欲证：原进退法在迭代过程中出现周期性振荡现象，不收敛，只需证明：在进过程存在非负整数 s且 ０≤s

≤i，使方程组：
xs ＝x′j＋１

hs ＝－１
４ h′j

i＋１ －s ＝j＋１

（４）

有解；

迟

x０ ＋（２ s －１）A＝x０ ＋（２ i ＋１ －１）A－２ i －２A（２ j ＋１ －１）

A· ２ s ＝１
４ ２

j· ２ i －２· A

i＋１ －s＝j＋１

迟
２ s ＝９ ×２ i －２ －２ j＋i －１

２ s ＝２ j －２ ×２ i －２

i＝j＋s

方程组（４）有解，解为

s
j
i

＝K
１
０
１

＋

０
２
２

，K为非负整数；一组特解为

s ＝２
j＝２
i ＝４

。

因为任意一次迭代都满足方程组（４），所以存在 s，j，i，使得原进退法迭代过程中出现周期性振荡现象，
不收敛。
命题 １证毕。
鉴于此，本文提出一种改进的进退法，已克服原算法在某些情况不收敛的缺点。
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２　改进的进退法

将第 １节步骤 ３ 中的 h： ＝－h／４更改为 h： ＝－h／４ r，这样可以克服原算法不收敛的缺点。
　　命题 ２　利用改进进退法迭代时，不存在周期振荡现象，且一定收敛。

１）证明利用改进进退法迭代时，不存在周期性振荡现象。
反证法：给定闭区间［a，b］为搜索区间，在任意一次（第 r 次，r 为非负整数）迭代中（不妨仍设为进过

程），设进过程初始步长为 A，０ ＜A≤b－a，自变量值为 x，函数值为 y，步长为 h，则；
　　存在非负整数 i，使得 yr；i ＝f（xr；i），且 yr；０≥yr；１≥yr；２≥⋯≥yr；i，其中 yr；i为进过程最小值，yr；i ＋１为进过程

边界，即 yr；i ＋１ ＞yr；i；由改进进退法知：
hr；i ＝A· ２ i，且 xr；i ＋１ ＝xr；０ ＋（２ i ＋１ －１）A

设在第 r＋１次迭代中（退过程）自变量值为 x′，函数值为 y′，步长为 h′；存在非负整数 j，使得：
y′r ＋１；j ＝f（x′r ＋１；j），且 y′r ＋１；０≥y′r ＋１；１≥y′r ＋１；２≥⋯≥y′r ＋１；j，

其中 y′r ＋１；j为退过程最小值，y′r ＋１；j＋１为退过程边界，即 y′r ＋１；j ＋１ ＞y′r ＋１；j；

由改进进退法知 x′r ＋１；０ ＝xr；i ＋１，h′r ＋１；０ ＝－１
４ r A· ２ i，且 h′r ＋１；j ＝－１

４ r A· ２ i· ２ j；

则 x′r ＋１；j ＋１ ＝x′r ＋１；j ＋h′r ＋１；j ＝x０ ＋（２ i ＋１ －１）A－１
４ r A· ２ i· （２ j ＋１ －１）。

若假设利用改进进退法迭代时存在周期性振荡现象，则在进过程存在非负整数 s且 ０≤s≤i，使方程组：
xr；s ＝x′r ＋１；j＋１

hr；s ＝－ １
４ r ＋１h′r ＋１；j

i＋１ －s＝j＋１

（５）

有解；

痴

x０ ＋（２ s －１）· A＝x０ ＋（２ i ＋１ －１）A－１
４ r A· ２ i· （２ j＋１ －１）

A· ２ s ＝１
４ r ·

１
４ r ＋１２

i· ２ j· A

i ＋１ －s＝j＋１

痴j＝－２r－１； （６）

因为 i，j，r均为非负整数，所以方程组（５）无解，推出矛盾，所以假设不成立，故利用改进进退法迭代时，
不存在周期性振荡现象。

２）证明利用改进进退法迭代一定收敛
设在第 r＋２次迭代中（又一次进过程）自变量值为 x″，函数值为 y″，步长为 h″；由改进进退法知：

x″r ＋２；０ ＝x′r ＋１；j ＋１，h″r ＋２；０ ＝h′r ＋１；j ＋１，
故在任意一次进退全过程（第 r和 r＋１次）迭代后，步长变为：

h″r ＋２；０ ＝１
４ r ·

１
４ r ＋１ · A· ２ i· ２ j （７）

因为在第 r次迭代中，步长总和∑
i

u ＝０
hr；u一定满足∑

i

u ＝０
hr；u≤b －a，所以 i为有限值，同理可得 j也为有限值；

经过无穷多次迭代后，有：

ｌｉｍ
r→∞

h″r ＋２；０ ＝ｌｉｍr→∞

１
４ r ·

１
４ r ＋１ · A· ２ i· ２ j ＝０ （８）

因为闭区间上的连续函数一致连续，所以无穷多次迭代后，相邻两次搜索到的函数值之差的极限为 ０，
故改进进退法一定收敛。
命题 ２证毕。
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３　实例仿真

利用原进退法与改进进退法搜索Ψ（α）最小值，Ψ（α）的目标函数图见图 １。 其中初始位置 x０ ＝０，终止
精度为 ０畅５。

Ψ（α） ＝
－α＋３３，　　０≤α＜３３
α－３３， ３３≤α≤６６
＋∞， 其它

（９）

　　利用进退法在不同初始参数设定条件下的搜索结果，见图 ２（ａ）、图 ２（ｂ）。 从图 ２ 中可以看出，在利用
进退法搜索时，在初始搜索位置 x０ ＝０一定的条件下，当初始步长 h０ ＝１时，周期振荡不收敛，当初始步长 h０

＝２０时，只需经过 ９ 次迭代即可收敛，这不仅说明了进退法的收敛速率不稳定，依不同的初始参数而不同，
而且也证明了利用进退法搜索时存在周期振荡不收敛的情况。
图 ３（ａ） －图 ３（ｂ）分别是利用改进进退法在不同参数设定条件下的搜索结果。 可以看出，改进进退法

在不同初始参数下均收敛，这充分证明了本文方法的正确性和有效性。 需要说明的是：通过比较图 ３（ｂ）与
图 ２（ｂ）可以看出，改进进退法比原进退法的收敛速度慢，这说明了改进进退法是以降低收敛速度为代价而
保证了一定收敛。 因此，在工程应用中，应考虑这方面因素的影响。

图 １　目标函数图
Ｆｉｇ．１　Ｔａｒｇｅｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

图 ２　利用进退法在不同参数设定条件下的搜索结果
Ｆｉｇ．２　Ａｄｖａｎｃｅ－ｒｅｔｒｅａｔ ｍｅｔｈｏｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔ ｃｕｒｖｅ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

图 ３　利用改进进退法在不同参数设定条件下的搜索结果
Ｆｉｇ．３　Ｉｍｐｒｏｖｅｄ ａｄｖａｎｃｅ－ｒｅｔｒｅａｔ ｍｅｔｈｏｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔ ｃｕｒｖｅ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

４　结论

进退法是一维搜索算法中的一种简单且常用的试探搜索方法。 本文首先讨论了进退法的算法原理及实
施步骤，然后提出了一种改进的进退法，可克服原算法在某些情况不收敛的缺点，并给出了严格的理论证明。
最后的实例仿真不仅验证了本文方法的有效性，而且也说明了改进进退法是以降低收敛速度为代价而保证
收敛性的。 本文研究内容对于一维搜索算法的研究工作具有一定的意义，也为进退法在工程中更好的应用
奠定了一定的基础。
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