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摘　要：由于传感器自身特性的限制，或在干扰的情况下，获得的目标信息有不完全的情况，为
了充分利用获得不全的目标信息，提出了对目标信息进行分坐标处理的思路，给出了余切关系
定理，总结和比较了其它定理和推论的应用方法，推导出许多有用的代数公式，从理论原理上得
到了纯方位角、纯仰角、纯距离信息处理原理，较好地解决了方位角、仰角、距离等信息融合问
题，使用这一原理方法向工程实现跨出了一大步。 对比几个类似图形的几何定理及推论，归纳
与总结这些代数关系，具有重要的理论意义。
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在防空作战雷达网络化信息融合研究实践中，红外传感器或者 ２维雷达只能获得 ２维信息，在干扰下，３
维雷达也有可能获得 ２ 维信息，这些都使得获取的目标不完全信息不能很好的使用［１ －９］ 。 为了充分利用不
全的目标信息，提出了分坐标处理原理，给出了余弦关系定理，比较类似图形的几何定理，根据分坐标原理，
进一步可增加滤波，解决了目标信息不全的融合问题，较好地解决了方位角、仰角、距离等信息融合问题［１０］ 。

１　几种类似的几何定理及推论

1．1　余切关系定理
如图 １所示，设 B点把△APC的 AC边内分成 l１ 、l２ ２ 段，

则有［１０］ ：
l２ｃｏｔθ１ －（ l１ ＋l２ ）ｃｏｔθ２ ＋l２ｃｏｔθ３ ＝０ （１）

证明见式（５）。
１）当 θ１ ＝π－θ′１，θ２ ＝π－θ′２，θ３ ＝π－θ′３ 对 θ′２，θ′２，θ′３，

（１）式仍成立。
　　２）当 l１ ＝l２ ，则有：

ｃｏｔθ１ －２ｃｏｔθ２ ＋ｃｏｔθ３ ＝０ （２）
　　３）当 PB是∠APC 的平分线，由角平分线定理有：

图 １　三角关系图
Ｆｉｇ畅１　Ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ

θ１ ＋θ３ ＝２θ２，或
l１
l２ ＝

r１
r３ （３）

　　则有：
r２ｃｏｔθ１ －（r１ ＋r２ ）ｃｏｔθ２ ＋r１ｃｏｔθ３ ＝０ （４）

４）测高公式为：
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H＝
l１

ｃｏｔθ１ －ｃｏｔθ２
＝

l２
ｃｏｔθ２ －ｃｏｔθ３

＝
l１ ＋l２

ｃｏｔθ１ －ｃｏｔθ３
（５）

1．2　斯特瓦尔特（Ｄ．Ｓｔｅｗａｒｔ）定理
如图 １所示，则有：

l２ r２１ －（ l１ ＋l２ ）r２２ ＋l１ r２３ ＝l１ l２ （ l１ ＋l２ ） （６）
１）当 l１ ＝l２ ＝l，则有巴布斯（Ｐａｐｐｕｓ）定理：

r２１ －２r２２ ＋r２３ ＝２l２ （７）

２）当 PB是∠APC的平分线，l１ ＝
r１

r１ ＋r３ （ l１ ＋l２ ），l２ ＝
r３

r１ ＋r３ （ l１ ＋l２ ） ，则有：

r１ r３ －r２２ ＝l１ l２ （８）
３）测高公式（l１ ＝l２ ＝l）为：

H＝２
４

（r２１ ＋４r２２ ＋r２３ ）２ －２（r４１ ＋１６r４２ ＋r４３ ）
r２１ －２r２２ ＋r２３

（９）

1．3　张角定理
如图 １所示，设∠APB＝β１，∠BPC ＝β２，利用面积公式，可证明：

ｓｉｎβ１

r３ ＋
ｓｉｎβ２

r１ ＝
ｓｉｎ（β１ ＋β２）

r２ （１０）

１）当 l１ ＝l２ ＝l ，则有中线（r２ ）关系：

r２ ＝
r２１ －r２３

２（r１ｃｏｓβ１ －r３ｃｏｓβ２）
（１１）

２）角平分线当β１ ＝β２ ＝β有：
２ｃｏｓβ
r２ ＝１

r１ ＋１
r３ （１２）

３）测高公式为：

H＝
r１ r３ ｓｉｎ（β１ ＋β２）

r２１ ＋r２３ －２r１ r３ｃｏｓ（β１ ＋β２）
（１３）

1．4　三弦定理
如图 ２所示，设 A、B、C、P 为圆上 ４ 点， P 点位于弧 BC

之间某点，则有：
r１ ｓｉｎα２ －r２ ｓｉｎα３ ＋r３ｓｉｎα１ ＝０ （１４）

　　１）上式等价：
l２ ｓｉｎθ１ －l３ ｓｉｎθ２ ＋l１ ｓｉｎθ３ ＝０ （１５）

同理，从左边角度 θ′１、θ′２、θ′３ 也能满足上式。 根据正弦
定理和圆内角关系，不难证明。

２）圆内接 ４边形的关系见图 ２，Ｐｔｏｌｅｍｙ定理有关系：
l３ r２ ＝l１ r３ ＋l２ r１ （１６） 图 ２　圆上三角关系图

ｉｇ畅２　Ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｏｎ ｃｉｒｃｌｅ
　　３）比较图 １ 与图 ２ 的 r２ 是不同长的。 为比较方便起见，记图 ２ 中的 r２ 为 r′２。 一般情况下，可由式
（１０）、式（１４）可导出：

r′２ r２ ＝r１ r３
r１ ｓｉｎα３ ＋r３ ｓｉｎα１

r３ ｓｉｎα３ ＋r１ ｓｉｎα１
（１７）

２　几何关系定理的应用

2．1　单站观测中信息跟踪原理
２．１．１　纯方位目标信息的跟踪原理
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目标航迹水平面投影图，见图 ３。 设 P点为传感器的位置，目标沿直线运动，A、B、C、D等点分别为时间
t１ ，t２ ，t３ ，t４ 时的目标位置点， βi 为对应时刻目标位置的方位值。
若目标做匀速直线运动，且等时间间隔采样，目标的运动距离应该相同，即 l１ ＝l２ ＝l３ ＝⋯，由余切关系

可推导出：
ｃｏｔ（α０ －β１） ＋ｃｏｔ（α０ －β３） ＝２ｃｏｔ（α０ －β２） （１８）

可解出目标运动直线的斜率 ｃｏｔα０，并预测下一时刻目标的 ｃｏｔβ４，进一步对目标跟踪。
若目标做匀加速直线运动，且等时间间隔采样，目标的运动距离应该满足：l２ －l１ ＝l３ －l２ ＝l４ －l３，由余

切关系可推导出：
ｃｏｔ（α０ －β１） －３ｃｏｔ（α０ －β２） ＋３ｃｏｔ（α０ －β３） －ｃｏｔ（α０ －β４） ＝０ （１９）

可解出目标运动直线的斜率 ｃｏｔα０，并预测下一时刻 ｃｏｔβ５，进一步对目标进行跟踪。
２．１．２　纯距离目标信息的跟踪原理

设 P点为传感器的位置，目标沿空间直线运动，在时间分别为 t１ ，t２ ，⋯的目标位置点，测量到目标位置
的距离值为 ri。
若目标做匀速直线运动，且等时间间隔采样，目标的运动空间距离应该相同，即 l′１ ＝l′２ ＝l′３ ＝⋯，纯距

离关系可应用 Ｐａｐｐｕｓ定理求出，有：
r２１ －３r２２ ＋３r２３ －r２４ ＝０ （２０）

根据 t１，t２，t３ 时刻的距离值估计 t４ 时刻的距离值，或预测 t４ 时刻目标的距离值，可进一步对目标距离信
息滤波和跟踪。
若目标做匀加速直线运动，且等时间间隔采样，目标的运动距离应该满足：l′２ －l′１ ＝l′３ －l′２ ＝l′４ －l′３，

纯距离关系可应用 Ｄ．Ｓｈｅｗａｒｔ定理求出有：
r２１ －５r２２ ＋１０r２３ －１０r２４ ＋５r２５ －r２６ ＝０ （２１）

可根据前几个时刻的距离值估计下时刻的距离值，或预测下时刻目标的距离值，可进一步处理。
２．１．３　目标等高飞行纯仰角信息的跟踪原理

见图 ４，若目标匀速直线等高（H为目标的飞行高度）运动，且等时间间隔测量目标仰角信息，纯仰角关
系可应用式（２１）的投影关系推出：

ｃｏｔ２ ε１ －３ｃｏｔ２ ε２ ＋３ｃｏｔ２ ε３ －ｃｏｔ２ ε４ ＝０ （２２）
式中 ε i 为理想情况下的测量值。 可根据 t１ ，t２ ，t３ 时刻的仰角值估计 t４ 时刻的仰角值，或预测 t４ 时刻目标的
仰角值，可进一步对目标仰角信息滤波和跟踪。

图 ３　目标运动水平面航迹示意图
Ｆｉｇ畅３　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ
ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｔｒａｃｋ ｄｙｎａｍｉｃ ｇｏａｌ

图 ４　雷达观测等高飞行的目标几何关系图
Ｆｉｇ畅４　Ｒａｄａｒ ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｈｉｇｈ－ｆｌｙｉｎｇ

ｇｏａｌ ｇｅｏｍｅｔｉｃ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ

　　若目标匀加速直线等高（H为目标的飞行高度）运动，且等时间间隔测量目标仰角信息，纯仰角关系可
应用投影关系推出：

ｃｏｔ２ ε１ －４ｃｏｔ２ ε２ ＋６ｃｏｔ２ ε３ －４ｃｏｔ２ ε４ ＋ｃｏｔ２ ε４ ＝０ （２３）
式中 ε i 为理想情况下的测量值。 可根据 t１ ，t２ ，t３，t４ 时刻的距离值估计 t５ 时刻的距离值，或预测 t５ 时刻目标
的距离值，可进一步对目标距离信息滤波和跟踪。
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2．2　多站观测中信息跟踪原理
２．２．１　直线 ３站布站的目标信息跟踪

见图 ５，设 A、B、C测量站在同一水平面且在一条直线上，各站能同步测量目标的信息为：（ rA，εA，βA）、
（rB，εB，βB）、（rC，εC，βC），β０ 为 ABC 直线的方位角，根据各测量的方位角信息应满足余切关系定理，并设 l１
＝l２ ＝l，则有：

ｃｏｔ（β０ －βC） －２ｃｏｔ（β０ －βB） ＋ｃｏｔ（β０ －βA） ＝０ （２４）
　　在三角形 AP′C中，各投影距离满足 Ｄ．Ｓｈｅｗａｒｔ定理，则有：

ｃｏｔ２ εC －２ｃｏｔ２εB ＋ｃｏｔ２ εA ＝２l
２

h２ （２５）

　　在三角形 APC中，各距离满足 Ｄ．Ｓｈｅｗａｒｔ定理，则有：
r２C －２r２B ＋r２A ＝２l２ （２６）

由于各坐标可分别处理，其方法较灵活，对各坐标信息可进行预测、滤波与目标跟踪，再将分别处理后的
目标信息进一步融合。
２．２．２　三角形布站的目标跟踪

见图６，设 A、B、C测量站在同一水平面布站。 设边长为 a＝b＝c。 在该平面中任意点到３站的距离分别
为 ra、rb、rc 且满足下式：

r４a ＋r４b ＋r４c ＋a４ ＝a２ （r２a ＋r２b ＋r２c） ＋r２b r２c ＋r２a r２c ＋r２a r２b （２７）

图 ５　直线 ３站同步测量目标图
Ｆｉｇ畅５　Ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ ｔａｒｇｅｔ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ

ｏｆ ｔｈｒｅｅ ｓｔｒａｉｇｈｔ ｌｉｎｅ ｓｉｔｕａｔｉｏｎ

图 ６　三角形布站的目标距离信息图
Ｆｉｇ　Ｔａｒｇｅｔ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｓｉｔｕａｔｉｏｎ

　　设测量站 A、B、C同步观测空间目标 P点（高度为 h）的距离为 r′a、r′b、r′c，则
r２a ＝r′２a －h２，　r２b ＝r′２b －h２ ，　r２c ＝r′２c －h２ （２８）

代入式（２７）可解出 h，去掉负根；可求出 ra、rb、rc。 由 A、B、C站址坐标和三角形面积公式，可得出 P的坐标。
　　若纯使用仰角信息：

ra ＝hｃｏｔεA，rb ＝hｃｏｔεB，rc ＝hｃｏｔεC （２９）
代入式（２６）可解出 h，去掉负根；可求出 ra、rb、rc。 同理可得出 P的坐标。
若使用方位信息则有：

ｓｉｎ∠PABｓｉｎ∠PBCｓｉｎ∠PCA＝ｓｉｎ∠PACｓｉｎ∠PBAｓｉｎ∠PCB （３０）

３　结束语

本文提出了对目标信息进行分坐标处理的思路，给出了余切关系定理，总结和比较了其它定理和推论的
应用方法，推导出许多有用的代数公式，从理论原理上得到了纯方位角、纯仰角、纯距离等信息处理原理，使
这一原理方法向信息融合问题的工程实现跨出了一大步。 如果这一原理进一步结合噪声抑制方法，可使工
程处理问题得到很强的实用性，这部分原理已经在有关科研项目中取得了很好的应用。
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