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Zernike 多项式拟合干涉波面的基本原则

莫卫东
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摘 要:全面分析了用 Zemike 多项式拟合光学干涉波面的方法及其过程，找到了在拟合计算过程

中出现"相关"或"病态"的原因，由此得到了用 Zemike 多项式拟合光学平面干涉波面应遵守的基

本原则一-Zemike 多项式拟合干涉波面的阶不能大于被测光幢内干涉条纹的数量，以避免拟合计

算过程中出现"相关"或"病态保证了干涉检测结果的可靠性。
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数字化干涉测量技术是现代精密光学测量技术重要发展方向，并已经取得了成功。本文仅阐述数字化

干涉测量系统中的核心技术之一---干涉波面的 Zemike 多项式拟合分析的方法及其原则.其系统的工作原

理和结构参阅文献[1 -4] 。原则上讲，对光学干涉披面进行 Zemike 多项式拟合是一个数学问题，如何求出

Zernike 多项式拟合光学干涉波面的系数，在数学上有两种方法可选，一是通用而简洁的最小二乘法，二是被

认为稳定性更好的 Gram - Schimdt 正交化方法。无论最小二乘法，还是 Gram - Schimdt 正交化法，都仍将不

可避免地可能出现"病态"或"相关"的困扰，从而也就无法百分之百地保证采用 Zemike 多项式拟合干涉披

面测量结果的可靠性和精度。为什么会出现"病态"或"相关"呢?在什么条件下可能出现"病态"或"相

关"?当出现"病态"或"相关"时，对 Zemike 多项式拟合干涉波面的精度和可靠性到底有多大的影响呢?如

果这些问题不解决，应用 Zemike 多项式拟合干涉波面的任何精密干涉测量系统的精度和可靠性将难以令人

信服，从而使 Zemike 多项式拟合干涉波面进行数字化学精密测量的方法失去其实际应用的价值。

1 Zernike 多项式拟合干涉波面原理

所谓对干涉波面的拟合，就是对离散的干涉条纹相位的数值进行数学处理，把这些包含着被测表面信息

的干涉波面上的离散点拟合成一个与实际的干涉波面尽可能一致的数学上的波面函数。由于在光学表面检

测的绝大多数情况中，被测光学表面或光学系统的出射光披面总是趋于光滑和连接的，因此，这样的波面函

数一定可以表达成为一个完备的基底函数的线性组合，或一个线性元关的基底函数的线性组合。(注:上述

数学处理的过程在本文称之为拟合，而在某些其它文献中称之为"展开" 0) 在众多类似的研究中，研究者曾

选择过许多不同类型的基底函数拟合光学干涉波面[5] 。然而，在光学测量问题中最终都选择了 Zernike 多

项式作为对被测光学波面拟合的基底函数系。最直接的理由是:实践表明， Zemike 多项式对光学问题中有

关对光学波面的拟合精度最高，其本质的原因是 Zemike 多项式有这样几个特点。

1) Zemike 多项式在单位圆上正交，即:

L'!霄 Z~ (p ,(j) Z: (川)ρ中do=lfIS
lO 

(π =m ， l=k) ) l 
，
，
，
‘
、

(π -，6 m ， l -，6 k) 

上式中 Z~(p ， O) 和 Z~(p ， O) 为 Zemike 圆多项式。当 l=O 时， 8 = 1 j 当 Z -，6 0 时 ， 8=0.5 0
由于一般被测光学器件或光学系统都具有圆形光睡或圆形的通光孔，经过归-化后正好为单位圆，因此
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Zernike 多项式所具有的这种单位圆上的正交性恰好满足圆形光障的特点，而且 Zernike 多项式的正交性使

拟合多项式的系数能相互独立，从而避免了系数之间的偶合造成其物理意义的混淆不清。

2) Zernike 多项式自身所特有的旋转对称性，使之对光学问题的求解过程中一般均具有良好的收敛性。

到 I Zernike 多项式与初级象差有着一定的对应关系，并且与光学设计中的惯用的 Seidel 象差[6 -7] 函数很

容易建立起联系，这也是以前为什么光学象差分析中常用到 Zernike 多项式的原因。

正是由于 Zemike 多项式具有上述重要的特点，使它成为了通过干涉图条纹对被测表面进行检测与分析

的理论基础和出发点。 Zemike 多项式用极坐标的具体表达为

Z~(p) =R~(ρ) .θ~(8) (2) 

π 为多项式的"阶取值为 0 ， 1 ， 2 ，… ;l 为与阶数 n 相关的序号 ， l 的值恒与 π 同奇偶性，且绝对值小于

或等于阶数 no
λ、
之亨 = n - 2m (m=1 , 2 , 3 , … , n ) 

r ms(π- s) ! 
IZ(-1)·ρπ-2m >0) 

R~ (ρ ) =R:-2m(ρ) = ~ ,";'0 ' - / s! (m - s)! (n - m - s) ! t' 

lRnln-2ml π -2m <0) 

r cos[ (π -2m)8] (n -2m >0) 
θ~ (8) =θn n -2m (θ) = ~ 

l - sin [ (π -2m)8] (n -2m <0) 

这样，被测光学干涉波面的数学表述函数用 Zernike 多项式拟合表达为

(3) 

(4) 

F(PJ)=AGKZJ-h(卢， 8) 或 F(pd)=KEGKZK(PJ)(5)

式中，叽为 Zernike 多项式的拟合系数。

如何求出拟合系数龟，即，也就是完成对光学干涉波面的拟合是整个系统检测工作中的核心内容，如果

不能正确求解出拟合系数鸟，随后对光学玻璃表面的所有检测与分析都将元从做起。

2 Zemike 多项式拟合基本法则的发现与研究

2. 1 研究的思路与方法

本研究的目的是要揭示什么条件下，用 Zemike 多项式拟合干涉披面将出现"病态"或"相关从而保证

采用 Zemike 多项式拟合干涉波面测量结果的可靠性和精度?具体的方法如下:

1 )调试干涉图像在单位光睡内的干涉条纹数，选择有 5 根;

2) 在干涉条纹的亮纹中心上采样数据 100 个左右。

3) 分别选用 3 、4 ，5 、6 ，7 阶的 Zernike 多项式对该干涉波面进行拟合。但只有 3 、升4 阶的 Zer口rnil

对诙干涉波面的拟合取得了成功，元论对条纹位相，还是对理想平面的拟合精度均很高，且其结果的一致性

也非常好。但当应用 5 、6 ，7 阶的 Zernike 多项式对该干涉波面进行拟合时，其拟合的精度与结果均发生了突

变，拟合精度并没有随着 Zemike 多项式拟合阶的增高而提高，反而急剧变坏。若被拟合的是理想平面的干

涉波面，则拟合计算过程将被迫中断。对于上述情况，起初被认为可能是由于采样点不够多造成的，为此，对

于同样的干涉波面，增加若干倍个采样点，总数达到近 1 000 多个，然后，采用上述完全一样的过程对此干涉

面进行 Zeπüke 多项式的拟合，仍然没有达到预想的结果。

4) 调整干涉图像在单位光幢内的干涉条纹数，重复上述研究过程，其结果见表 10

2.2 研究的结果与分析

从表 I 可以寻找出有关 Zemike 多项式拟合干涉波面的规律及其基本原则:

1)根据表中对实际平面的拟合计算结果，只要拟合中选择的 Zernike 多项式阶合适，采样数据点多一

些，有利于 Zernike 多项式对干涉波面拟合精度的提高。

2) 从对实际平面的拟合精度分析可以看出，采样数一定，选择较高的 Zernike 多项式的阶拟合，其拟合

精度较高一些，但要求所选用的 Zernike 多项式阶应不大于条纹数。如表中实测平面时光睦内的干涉条纹为

4 ， Zernike 多项式阶选 3 ，其拟合精度高于干涉条纹数为 7 ，即便是 7 阶的数据采样点数还多于 3 阶的数据来

样点数。

3) 从表中的同样都是 6 根干涉条纹数的理想平面的拟合结果比较分析可以看出，被拟合干涉波面数据
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采样点的多少不是提高拟合精度先决条件，即便采样点数较少(不能太少! ) ，只要 Zernike 多项式的阶选择

合适，也能保证 Zernike 多项式对干涉波面一定的拟合精度，采样点数多，也不一定能保证其精度一定高。

4) 拟合时取 Zernike 多项式的阶与条纹数相同时，对干涉条纹的位相的拟合精度仍然较高，没有发生突

变，但是，被视tl平面的平整度误差则出现的突变，说明在此情况下， ZeπlÍke 多项式拟合干涉植面的进行平面

平整度检测可靠性已经元法保证。

5) 当拟合时选择的 Zernike 多项式的阶大于被测干涉波面光瞌内的条纹数时，无论对干涉条纹位相，还

是被测平面的平整度的精度都将出现突变。可见，Zernike 多项式拟合干涉植面时，不能选用阶大于被测干

涉植面光瞌内的条纹数的 Zernike 多项式实施拟合计算。

根据以上分析，当应用 Zerni1

Zemil 

条纹，则用 Zemike 多项式拟合该干涉披面时，只自能E选择 5 阶或 5 阶以下的 Zer口mike 多项式进行拟合计算O 否

则，对被测平面的检测将是不正确的!
表 1 单位光瞠内干涉条纹挝、Zemike 多项式阶与拟合过程关系的研究
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(注:表中 Pmn为干涉条纹位相拟合精度 ， Wrm~为被测平面表面平整度，WPV为被测平面表面最高与最低处的峰峰值误差。)

结束语

在实践中应用本原则，就可不必担心用 Zernike 多项式拟合干涉波面所选择阶是否合适，拟合的精度是

否最高，检测结果的是否可靠，只需要在程序中指明干涉披面的条纹数量，就可直接在程序自动地选择

3 
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Zernike 多项式的阶为:干涉条纹数量 -1 ，就能保证对干涉波面拟合的最高精度，从而也就保证了测量的最

高精度。可见， "Zernike 多项式拟合干涉波面基本原则为 Zernike 多项式拟合干涉波面时最佳阶的选择找

到了依据，为数字化干涉测量系统在最高精度条件下，实现自动化控制提供了可靠的保证，对于现代数字化

光学技术的发展与应用具有重要的意义。
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The Principle of Fitting Interferogram with Zernike Polynomials 

MO Wei - dong 

(The Engineering Institute , Air Force Engineering University , Xi an 710038 , China) 

Abstract: The reason of " correlativity" or "ill 一 condition" in the fitting calculation has been found and a basic 

rule to fit. interferogram with Zernike polynomials has been obtained by systematically analyzing the fitting method 

and course , i. e. the order of Zernike polynomial to fit interferogram should be less than the number of interference 

fring巳s in the diaphragm. By the rule " correlativity" or "ill - condition" in fitting calculation can be absolutely a

voided , thus the reliability of interferometry is ensured. 

Key Words: interferogram j fitting interferogram with Zernike polynomials j processing interferogram by quantizing. 


