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一类紧支小波的正则性的研究
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摘 要:提出了一类新的具有紧支集的标准正交小波基以及相关的尺度函数的构造方法，准确估计

了该类小波和相关尺度的正则性指数。
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众所周知 .Meyer 小波和 Batlle - Lemarie 小波的正则性比较容易估计[1-3] ，由于 Meyer 小波具有紧致

的 Fourier 变换，因此它的正则性属于 C∞，而 Battle一 Lamarie 小波是是次样条函数，在结点处具有(是一1)阶

的连续导数。相比之下，紧支撑正交小波的正则性则难以确定，尤其是具有非整数 H ölder 指数的小波更是

如此，本文对一类新的具有紧支集的标准正交小波基及其相关的尺度函数提出了一类新的构造方法，并准确

估计了该类小波和相关尺度的正则性指数，所得的结果优于 DaubechiesI 的估计。

1 引理

引理 1 [4J 若 A(ω)是正的只含余函的三角函数的多项式

A(ω) ~a"cosnw 
11=0 

其中 aN"FO.a" E R .n=O .1. … .N.则存在一个实系数的三角多项式
N 

B(ω) = ~b"ct"ω (bN -=p 0).使得 A(ω) = IB(ω) 1
2 

11=0 

号卜引一斗( I 呻N一斗1+忖n
引理 2 多项式 PN川(xρ)= 主Jλ-. Iμx" 满足不等式

r-N+ 1 PN (X) 二三 y-N+1PN (y) (0 ~三 x~y)

PN(X) ~ 2N一1max0. 2X)N… (O<X< 1) 

证明 i)当 O~X~Y 时

t二::.!{N-1+n\ ~斗 (N-1+n\
X- N+ 1P N(X) = >; I I X-<N-1-，，) 二三 >; I I y-<N-1-n) = y-N+1P N(y) 

n~O \ n 二 0\ n 

iD 由于多项式 PN(X)满足如下函数方程

XNPNO - X) 十 o - X)NPN(X) = 1 

令 z=÷，容易得出 P什) =2N飞对于 z寸，由于 PN(X)是增函数，故

PN(X) ~ P忖) = 2N一 1

对于 G÷利用不等式(1)可得 PN川山(Xυ)~2俨XN飞

引理 3 对所有的自然数 N二》兰孔1.PN川(yρ)满足如下不等式:
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PN(y) < PA(?) ( 0ζy 《?)
r ~ I 3 \ l2 I 3 ~ ~ . \ 

ii) PN(y)PN[ 4yO - y) Jζ1 PNI 一 1 1 二至二 y~ 11 L-"\ 41J \ 4 ~J ~-I 

证明 i)注意到 PN(y)在 [O ， lJ上是增函数，故不等式 (3)显然成立。

ii)定义函数 f(y) =PN(y)PN[ 4yO- y) J ，则有 f'(y)=~ N ~g(x) 
o一γ)(2γ- 1)

这里 g(y) =PN(y)PN[4yO - y)J(6y 一 5) - y川一 1 (2y 一 1)PN ( 1)PN[O - y)J 

十 40 - y)[4yO - y)JNPN( 1)PN(Y) 

由于当 ρ?时，不等式勺。-y)~y ， 由式(1)可得
[40 - y)Y-]PN(y) ζ PN [ 4y (1 - y)J 

将此不等式代人 g(川的表达式中，便有

g(y) ~ (6y - 5)PN[4y (1 - y)J • [PN (ωy) 一 yN-寸]PN ( 1) J

由于上述不等式右端方括弧中的表达式等于古#护o一川山
3 ~ ~ 5 

因此得知，当-7-~二y~一时 ，g(y)~O 。4 ~..T ---- 6 ~， ,<> '..T 

r 3 5 l 
这就说明 PN(y)PN [4yO- y) J是|一一|上的减函数，故式(4)在 y~一时成立。'y/' NL"'.Y'J. .Y/..I~L 4 ' 6 J 

当仨y~l 且 Nζ12 时，容易验证式ω成立。以下证明 N注川的情形
由式(1)可知，只需证明如下不等式成立即可:

注意到此时不等式

均成立，故我们只须证明

(4J) N-]P N[4yO - y)J ~ P N( ~ ) 子 ) "-lp巾o - y)J 。什)

P N[4y (1 - y) Jζ[1 - 4yO - y)J-N = (2y - 1) -2N 

(立h 问N1PN(1) 注:如N-]41:/"\ 4 

[百封尹]N1(2y-Yζ 亏是( : ) N-] 

2000 年

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

既可保证不等式ω成立，显见(2y-1)咐 yC2y_ 1) -2均在[ ~ , 1 ]上单调递减，因此只要式(附 y=专成

立即可，即|导 1 N-]ζ4 显然，当 N:;;::13 时上述不等式成立。
\ 6 I ~9 ，;万

2 定理

依文献[5J ，从奇多项式出发可以构造一类新的小波，如取

R( :r) = u] :r 十 α 3X3 (a] 二三 O ， a32主 0 ， α1 十 a3 = 1) 

则函数 P州川Uω) =才: (7) 

满足文献[3巧]的要求。给定 u] ， a2' 和 N ， 就有

IQR(e- fW
) (8) 

因此利用文献[4J可以把 QR(e-'ω〉求出来，进而确定文献[5J中的 H(ω〉这样便得到一类新的小波函数和相

关的尺度函数.分别记作队的矶，则它们的 Founer 变换的表达式为

φ R(ω) = 11 H(2-;ω) , 号 R(ω) = c( ;)否(; ) (9) 
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其中 H(ω)=[~ (1十户)r . Q(川 G(ω) = e-'ωH(ω 十 π)

考虑函数 IQR (e-恤')QR(e一号 )1 的上确界，记为 M2

Mi=22|QR(e 吗

i己 y=sinz? ，z=勺(l -Y) ，则由引理 2 和引理 3 可得到

~= SUp IP(z)P(y) 1 SUp .IPN(z) 十 zN(a 1 z + a3z3 ) IIPN(y) 十 yN (a 1y 十向y3)
1 

y岳 [O.IJ yE[O.lJ 

~ SUp IPN(z)PN(y) 1 + 22N 
yE[O.lJ 

N_2116\N ζ N2 • 24N- 2 1 一 1 + 22N 
\ 27} 

注意到不等式 N • 2N一 1 = (去 )
N 

• 书 (ZV- 书(去)
N 

(N 注 2)

故 M 2 < 2N [N. 俨(去 )
N/2

十 1 J= N o2N [专(去 )
N/2 
+ 对 2NJ< N 0 叫去广

因此，由文献[4J可得

|弘(ω)1=IIIH(2-Jω) 1 = Co 十 |ω1)叫10叭= C(1十 |ω1 ) (2-loK2 3 厅川+0(10 N) 

所以，由式(0)得出巳构造出的尺度函数的特征 φR(ω)εσN+O(ln 的， μ= (log23 .fτ)-2 

根据 φR(X)和 CfJR (X)的关系，容易得出 φRCω)εc川+o(1n 的，μ= (lOg23 .fτ)一 2

表 1 给出了最初的 N值与正则性指数岛的关系:

N 

ßN 
2 

O. 755 

3 

1. 132 

当 N→∞时，我们可以得出如下的渐近式

表 1

4 

1. 150 

N 与 ßN 的关系

5 

1. 877 

6 

2.265 

7 

2.642 

ρ 11 寻log23 1 - 2卜 N 十叫lnN) '0 

d 

3.020 

9 

3.397 

lim !:;主= lim .l::lοl 」=|二log231- 2 ~ O. 377444… 
h∞ N 户∞ N \ 2 

.~.， "V 
J 
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由此可见 N 越大，正则性指数越高，这些正则性指数只与 N 有关，而与肉，向无关，为了准确估计岛的

范围，我们给出如下结果

定理 1

证明

可得

若 IQRCX) 1 上有界，且叩|卦，俨朵')|tRq1 ，则

卢N 二三 2N - log22ql 

1 I • I N 

记 M(x)=~ Isin2

言 1 • IQR(川dt ， QR(X)的上界为 Q，依定理条件及等式

Q RC2t) = qR(e-")QR(t) 

M(俨 2的 =2{|sr州 |QR(t〉 |2|Eq川)
1

2 
dt 

r I....:....í l)m-l -l-'\ IN ,.l-l-
_ 

1) 111......111 * l'ì2 _ ( 2N)! ! 
~ 2mqínQ21Isin(2m-lt) INdt = 2mqín 

0 Q2 • 
j I UU

"'" "' 
I ~"-

'" 
'1 1 (2N - 1)! ! 

( 2N)! / r.. '\.-1 
即对 X二址，有 M(x)~C' XI吨问，其中 C= Q2 • / n ~ T , , .. • (2的 l

C2N- 1)! ! 

记 MP=叫::lk|2(1 十 |ω I)ßdt~∞} ，显见当 2α-ß<-l 时 ，M/iCC 。

记 ßN 是所有这样卢的上确界，则卢使得r: 1 ø R 12(1 + Itl )ßdt<∞ 
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由于 J:: 1 sa R川
因此，要使上述积分存在，只需上式第二项积分收敛即可，即

+∞ f 1 saι川Rμ山(t川t

注意到存在 ε>0.使 M(ωωtο) =C . t l吨2ql-e ，故有

2 吁 l 川 12! t !β← fltV2Nls叶 I
N 

• !QR(t) !2d 

+= 

= tß一川 M叫:∞l 十 ω 一向 f tß- 2N
-] • M(t 

r+∞ 

=t川N+log内 -E I 厂 + (2N 一卢) I tβ 2N-] • M(t)dt 

要使积分(11)式成立，卢满足不等式卢-2N十log2 2qz二三O. 即有品注2N一logz2ql

同理，我们有

定理 2 若 !QR(X)! 有非零下界，且ivlLRU 叫~则内N-logz 2q2
比较可以看出，本文的估计方法优于文献[lJ的方法。
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On the Regularity of a Kind of Compactly Supported Wavelet 
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Abstract: The method about constructure of a new compactly supported orthonormal wavelet and scale 

function concerned is put forward and the exponent regularity of the kind of wavelet and related scale func 

tion is estimated accurately. 
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