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离散 Hopfield 网络的稳定性
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(空军工程大学电讯工程学院，陕西西安 710077) 

摘 要:神经网络的稳定性是神经网络应用的基础。主要研究离散 Hopfield 神经网络的稳定性，所

获结果推广了已有的结论，并结合网络状态图举例可直观地说明结果。
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1 DHNN 模型及能量函数

具有 n 个神经元的 DHNN，其拓扑结构可以由一个 η Xn 的阶矩阵 W=(τlJi)

(ω01 ， …， 0，，)'1'所唯一确定，并记为 N=(W ，的。若用 x，(t)表示神经元 i 在时刻 t 所处的状态，并且只有两种:兴

奋用工i(t) = 1 表示和抑制用 Xi(t)= 一 1 表示 ， t ε{O ， 1, 2 ,…} 0 DHNN 的并行演化方程(或并行运行方程)

为: .1:, (t 十1) =sgn( ~W，j.1';C t) 十叫 i= 1. 2 ，'''， n (1) 
j--1 

其中
1 1, 若 r二三O

sgn(.y) = { 
一1，若 x<o

(2) 

若令 X(t) = (.1' 1' … ,.1',,)1' ,8= (01 ,… ,O"yr , W= (Wij)"X" ,!JtU (1)式可以写成 1

X(t 十1) = sgn(WX(t) 十的 (3) 

设 N=(W ， 8)是一 DHNN ， N 从初态 X(to)开始，经过一个有限的时刻之后，网络的输出不再发生变化，

即 X(t十 1) =X(t) (,1) 

则称此网络处于稳定状态(或称稳定状态) ，并称此网络关于初始状态 X (to)收敛(或稳定)。若网络关于任何

的初态都收敛，则称网络是稳定的。若 X 是 DHNN N= (W ， 8) 的一个稳定状态，则

X = sgn(WX 十 θ) (5) 

有时也把满足 (5)式的 X 称为网络 N 的稳定吸引子或简称为吸引子。

设 N=(W ， 8)是-n 阶 DHNN ， X 1 ，儿，… ， X， 是，-(注2)个 2 值(-1 和 1)n 维列向量，若

X;+1 = sgn(WXj 十酌 ， X1 = sgn(WXr 十 8) J = 1, 2 ,…,,- -1 (6) 

且 Xl'凡，… ， Xr 两两互不相同，则称孔 ， X2 ， … ， X， 为网络 N 的一个周期为 r 的极限环吸引子，记为(丸，儿，

... ， Xr ) ， 简称环吸引子或极限环。

对于 n 阶的 DHNN ，所有可能的状态集，记为矿，它就是所谓的 Boole 空间:

B" = {(町，町，… ，.1'，) l' : .1', = 1 , - 1 , 1 ~ i ~ n} (7) 

DHNN N=(W ，的称为对称的，如果 W=WT (转置 )， N 称为反对称的，如果 W=-WT
0 

对于 n 阶 DHNN N=(W ，酌，其网络状态图 G川它是一个 2" 阶的定向图。 GN 的顶点集为 BlI，定向弧集

为 ECGN)= {(Xi ,X) : 叉 ，X;EB" ，且 Xj=sgn(WXi十9)} (8) 

于是 GN 的汇点对应于 N 的稳定点 ，GN 的有向圈对应于 N 的极限环。

DHNN 的稳定性研究长期困扰着人们，Hopfield 首先引进能量函数

E= 一 ÷zzwaJZa(tm) 一 ZM)
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=一÷的))'J'WXω 一内ω (9) 

许多人用 !:::.E= E(X (t 十1)) - E(X(t)) ζo (10) 

来证明网络的稳定性 .E(t)显然有界，即用 E(t)的单调下降有界，或用 !:::.E Ct )~O 来证明网络0)的稳定性，

这在数学上是通不过的。比如，对于反对称 DHNN .81 =...=8，， =0.若能量函数 Eω三寸的)州X(t) • 

则 ECt)=O。这是因为 (X1'WX) l' = X'J'W 1'X = - X 1'WX (W 反对称) .所以 X1'WX三0。显然 !:::.E( t)三0。按照上

述观点，可以说反对称 DHNN 是稳定的，这显然不符合实际情况。事实上，对于式(9)所给的能量函数，或其

它形式的能量函数，有下面的引理 10

2 主要结果

引理 1 [JJ 对于 DHNN(1)，若所给能量函数式 (9)满足

则网络(1)是并行稳定的。

r<o.若 X(t 十1) -=1= X (t) 
!:::.Ei 

l= o.若 X(t 十1) = X(t) 

定理 1 对任何的正定矩阵 ß=diag(自1 ,ßz' …· ßn) .使 W=ßW.百=阳，则网络(2)

X(t 十1) = sgn(WX(t) + 的

与网络0)的稳定性相同。

证明 码。十1)= sgn( 2:叫jXj (t) 十乱) = sgn( 2:乱叫卢j(t) + ßj 8.) 
}~1 }~1 

= sgn( 2: wijx/t) 十在)

由此知网络(3)与网络(1)的稳定性相同，即网络(2)与网络。〉的稳定性相同。

虽然这个定理的证明非常简单，但是结果非常有用，利用此可得出很多结论。

定理 2 若 9=0.且 W 满足

Wj1+ω;2 十…+ Wj" 0 1.2. … J 

则状态0.1. …， 1 )'1'是网络(1)的稳定状态，且(-}，-}，… .-1)'1'吸引到状态 0.1. ….1)1'。

证明 因为 W(l.l.… .1yr = (0 ， 0. … ， 0) 1' .W(一1.一 1. …，一1)1' = (0.0. … .0)1' 

所以 sgn(WO.1 ,….1)1') = (1.1.….1)'l', sgn(W(- 1. - 1. …，一1)1') = (1,1.… .1)'r 

这说明状态0.1. ….1)1' 是网络(1)的稳定状态，且(-1.一 1. …，-1)1'吸引到状态 0.1 ，…，1) 1 。

推论 1 [5J 若网络(1)是反对称的，且 9=0.W 满足

切d 十 W， 2 + …+叫 o 1. 2 ,… A 

则状态(1.1. … .1 yr 是反对称网络(1)的稳定状态，且(-1.一1.…. -1)1'吸引到状态、口， 1. ….1)飞

(1) 

(2) 

(1 3) 

(4) 

定理 3 若 9=0.V X ε B".WX 无零分量，且存在正定矩阵 ß=diag(卢1 .ß2' … .ß,,) ， 使 W=ßW 反对称，

则网络(1)收敛于周期为 4 的极限环。

证明 x，(t 十1)= sgn( 2:ω，川(t)) = sgn( 2:卢川，月(t) ) 
}~1 }~1 

= sgn( 2: w;}x}(t)) 

则网络(1日的能量函数为

则

EU)=-t22z，川;jx/t 十1) = - ~ X 1' (t)WX (t 十1)

!:::.E (t)= E(t 十1) - E(t) = - : X1' (t 十 })WX Ct 十 2) 十: X 1'WX(t + }) 
2 

=一÷的十 2) 十 X(t) )1WX(t + 1) 

=一÷三ω+2)+ 几(ω 百， (t 十1)

(1 5) 

(1 6) 

(1 7) 
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其中百([十1)=~ W，川 ([+1)判。当 X'，<t十2)=1 时 .x， (t+2) 十几 (t)注O.H， (t+ 1) >O; 当 x， (t+2)=-1
时 .x，(t十 2) 十几 (t)<.O.H， (t+ 1) <0。所以 6.E<.O.并且 6.E=O 的充分与必要条件是式(7)中的每一项都

为零，即 X(t十 2) 十X(t) =O。很显然，网络o日收敛于 6.E=O 所对应的状态，即 X(t十 2)+X (t)=0.也就是

x Ct十2)=-XCt) 。所以，当 t 充分大时，有

X(t + 4) = - X(t + 2) = X Ct) (1 8) 

并且易证 X(t) .X(t+ 1) .x Ct十 2) .x Ct十 3)两两互不相同。因此网络o日并行收敛于收敛于长度为 4 的极限

环，也就是网络(1)并行收敛于收敛于周期为 4 的极限环。

推论 2[2.5J 若网络(1)是反对称的，且V XEB".WX 元零分量，8=0，则网络(1)收敛于周期为 4 的极限

环。
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， θ=0.取卢1=÷ ，卢2=lJ3=t ，易验证满足定理 3 的条件。

事实上 sgnW(- l， 一 1.- 1)'1' =0.-1. 1)'1'.

sgnW(一 1 ， 1 ，1)'1' = ( -1.1 , -1)'1'. 

sgnWO ，一 1. 一1)'1'= O. 一1.1)1' , 

sgnW( -1 ，一 1 ，1)1'= (-1 , 1 ,1)1', 

从上面的计算可知网络0)确实并行收敛于周期为 4

的极限环，其网络状态图如图所示，其中，圆圈中的数

字表示相应状态的十进位表示，如 3=(一 1 ， 1 ，1)'1'， 0

= (-1.一1.一1)1'等等。从图 1 可直观地看出网络

(1)收敛于周期为 4 的极限环，且任何状态只需一步即

可达到极限环上。

sgnW Cl, -1 ,1)1'= (-1.1 ,1)1' 

sgnW(- l，l，一 1)'1'= Cl，-l，一1)1'

sgnW( l, 1 ，一1)1'=0 ，一 1 ，-1)1'

sgnW Cl .1 ， 1)'r=(一 1 ， 1 ，一1)1'

⑥一一→⑤一-→③←一一①
t 
|• 

⑥一一→④←一→②←一一⑦

图 1 网络状态图
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The Stability of Discrete Hopfield Networks 

MU Run-nian. Y ANG You-she 

(The Telecommunication Engineering Institute , AFEU. , Xi'an 710077 , China) 

Abstract:The stability of neural networks is the bases of the neural networks in various applications. We 

mainly study the stability of discrete Hopfield neural n巳tworks ， the obtained results generalize the existing 

conclusion and the result can be shown intuitively combined with an example with state graph of the net­

works. 
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