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一种同位网格上的迎风 Galerkin 有限元方法
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摘 要z 通过 Green 定理将对流项变量从微分算于中分离出来，从插值函数入手引入迎风格式，是

对强对流问题 Galerkin 有限元计算中对流项变量的一种新的处理方法。按这种方法采用局部斜迎

风格式及速一压同位网格公式，构成了一种对高 Reynolds 数流体流动数值模拟比较有效的有限元

方法。数值试验表明，采用该方法能较好地提高计算精度。
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采用有限元方法对流动与传热问题进行数值模拟，需解决两个问题，其一是如何对对流项变量引人迎风

格式，其二是如何避免出现棋盘式的压力场。早期的方法是通过对控制方程进行权函数不同于形函数的加权

剩余法旧，以及对速度与压力采用非同位的存储法[210 这些方法既导致了计算的复杂性，又导致了计算的不

精确性。Rice 等采用流线迎风方法阳，以及在对连续性方程的离散中将单元结点的压力梯度近似为单元积分

点上的压力梯度的方法E气才较好地解决了这些问题。但流线迎风方法对高 Reynolds 数流动的数值模拟仍

存在较严重的假扩散。本文给出一种新的对流项处理方法，即采用 Green 定理，将对流项变量从有限元积分

方程的微分算子中分离出来，使对流项变量与对坐标的导数无关，从而根据流动特性，可采用常系数的迎风

格式。本文以一种局部斜迎风格式对这种方法予以验证，并在速一压同位网格法的基础上，建立-种新型的

流动问题有限元方法。

1 控制方程与一般有限元公式

设稳态的粘性不可压层流流动的控制方程为

动量方程 飞7 • (f'II伊一 μ飞7rp) = S (1) 

连续性方程 γ . (f'II) = 0 (2) 

式中 ρ 表示流体密度，μ 表示粘性系数。当俨u ，s=su-aplax 时，式(1)表示 Z 方向的动量方程。当俨h

S=Sv- éJ;ρ/钞时，式(1)表示 y 方向的动量方程。

将计算域离散为四边形单元网格。在单元 e 上采用多项式插值及等参变换得到

rp= Nj伴， rJ)仍

式中 Nj伴，η〉为插值形函数，简记为 Nj ，满足

l;l~ l矶 刮引i [5目卧卧U也引守ιL)卡←←=→汀J-丁击~I I 否Z勾4 吾否「功y约i I I ò挎~ I _ I ò援fl

迎也也i I I 型组旦 垫 迦也t 壁坠i I 
句句I J L c3句"1 -, éJ.押7" YiJ L ô1/ 句 J 、、 X; -_- '\1; I I -_- I I ---=:::-- I 

对式。〉、 (2)进行加权剩余法为

~ [f A.Nz'\l • (阿仰 -jAYtv-W讪J= ~ L.N1SdA 
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~ [L.N,\7 • (向〉叫=。
其中 I 为单元 e 上对应于某一给定结点品的局部结点号。

2 动量方程的迎风格式方法

2. 1 局部斜迎凤格式

通过等参变换

X= Nj町 Y = Njyj 

将正规单元上的 Gauss 积分点(缸，甲G)变换为物理单元上的(XG ， YG). 并通过

2000 年

(6) 

(7) 

u = Nj屿 V = Njvj (8) 

得到(XG'YG)上的速度矢量 VG. 过(XG ， YG)作平行于内的直线，与某-单元边TQ相交于(xu ， yu) 。如果满足:

(1) (XU ， yu)在(XG'YG)的上游方向 z

(2) (xu ， yu)分别到CXT'YT) 、 (XQ ， YQ)的长度之和与TQ长度相等。

则称(xu ， .YU)为 (XG ， YG)在单元上的迎风点。于是定义

'R;=(1 一的/l南加十 (l而/lTQ)向 =Nj钙

其中 l币、l面分别为线段TU、TQ的长度。

2.2 动量离散化方程

(9) 

对式(5)左端第二项与右端项采用→般 Galerkín 有限元过程离散。对式(5)左端第一项采用 Green 定

理，对单元 e

j 川\7 • (pvcp)dA = I _N1伽 . n)rpir - f 伽 . \7N/)回Aω
A' - J 1'" J A. 

其中 dr仅在边界单元的边界边上对总装方程有效 ，n 为微元 dr 上的单位外法向量。对式(10)右端第一项

亦按一般 Galerkin 有限元过程处理

j严/川N凡t伽州r=-s剖Ig伊n州叫(何ωvρ讨〉才j叭川(ωu 2 - U专φ言岳)冲川伊钊凡冉儿Iv=:t:甲F町问V= :t: 1 d吐4士赳:t: 1 d耐F川川十忖忖s剖酬i

其中在正规单元上 ，r贝1: (-1ζEζ1 ， 7J= -1) ,r z: CE= 1 ，一 1 :S;;亨运1)，几: (-1运E~三 1 ，1]= 1) ,r 4: (.; = -1 , 

一 1:S;;市ζ1)。对 v 与伊在单元边上按线性插值。

在式(10)右端第二项中，变量伊已与微分算子?无关，因而可按常系数插值格式处理。采用式(9)给出的

局部斜迎风格式及 Gausss 积分

JA'(PV • \lNz刷 = {~aG[阿G • (\7Nz)GJNj IJ IG} 钙
G 

其中 aG 为对应于点 G 的积分权系数。最终由式(5)得到

哺=~叫+;; L.川N凡J剑
对应于 Z 方向与 y 方I向句自的9动量方程，式(13ω) 为

akuk = ~aobUnb + ~ L，Nz(Su 一年/ax)dA

akvk ~ω呻+平 jJt(Su 一年刷dA

3 速一压同位的压力方程

对式(6)左端项采用 Green 定理，对单元 e

(12) 

(1 3) 

(14) 

(1 5) 

j川\7 . (pv)dA = f,....Nz(pv • 刷r-jy-mMAω

同理，式。6)左端第一项仅在计算域边界单元的边界边上对总装方程有效，采用与式(11)类似的积分方法，

速度矢量 v 用边界规定值或上一轮选代值代人。
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为通过式(6)建立压力方程，记

Û 1 = ( L; aftbu呻十2; L.矿j川N，‘u

V 1 = ( L; aftbv呻+2; L川ω) /向

及 K. = (2;L.N叫/向

(17) 

(8) 

(9) 

则式(4) 、 o日可近似为

的 =U 矗 + Ki (一年/ax)是 (20) 

叫= Vl 十 Kl(- êJp/钞)1 (21) 

将式(20) 、 (21)代人式(6)右端第二项，在每一个 Gauss 积分点上，通过形函数对单元结点的 L、 Vi 及其

Ki 进行线性插值，并用单元上的压力梯度(-êJNi/ax)的、 (-êJN/勘)，Pi 替代式(20) 、 (21)中的压力梯度(一

年/ax)l 、 ( -êJp/勘〉昼。在单元上得到

jA j (矶《矶 V i)dA - L.p[些，( HTT aN;. \ 矶 l
, ( m -v m d A = | P l - N U t + 一Niv;)川阳dA 一 I..pl-;':"( N叫N凡iKi~P川!忡+十-一→一寸1 凡肌K 也岛鸟?扣ρ扣i) ]μdA α J A,r 

\ ax "，句， "i V iJ UH JA.I" L ax \ "i"-i ax l'iJ 秒 \ "'''.A.:a. t 钞
其中对 i 、j 分别按单元结点个数取和。代回式(6) ，并逐单元组装，即得结点 h 的压力离散方程

C1Pl = L; Cftbpftb 十 d1 (23) 

式(23)将结点 k 上的压力与其所有相邻结点的压力连系起来，避免了棋盘式压力场的产生。

4 算法与算例

对式(4) 、 (5)采用逐点法求解，对式(23)采用波前法求解，并通过 SIMPLER 方法藕合迭代。

算例 1 计算域及边界条件如图 1 所示。在 61Xll(下部、均匀〉十41 X10(上部、均匀)0000 个单元，

1081 个结点)的网格上，对不同 Reynolds 数(Re=2pHt! (3μ))的流动进行数值模拟。按图 1 中对速度分离点

与附着点的规定，表 1 给出了对各参数值的模拟结果。由于文献[5J中只对相应的实验结果与数值模拟结果

以图示形式给出，并未给出具体数据，因此表 1 未对本文结果与文献[5J中结果进行量化比较。但粗略比较可

知，在 Re;;:::400 时，本文的结果较之文献【5J中的数值模拟结果，更与实验相吻合。其中 ，Re=1000 时的速度

场如图 2 所示。

图 1 后台阶流的计算域及边界条件 图 2 Re=1000 时后台阶流的速度场

表 1 后台阶流主滴的分离点与附着点位置
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9.183 7 12.244 9 13.265 3 14.285 7 14.285 7 

11. 224 5 11. 224 5 12. 244 9 12. 244 9 

17.3469 22.4490 27.5510 30.6122 

算例 2 作为对回流问题数值模拟的试验，图 3 给出本文对二维空穴流阳在 Re=100 ， 400 ， 1000 时，过

计算域中点垂直线与水平线上的数值模拟结果。所采用的网格为 41X41 及 61X61 的非均匀网格，网格分布

服从内外层厚度比为 1.05 的指数法则。
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图 3 二维空穴流的模拟结果

Re=1000 

5 结论

通过 Green 定理，将对流项变量从控制方程权积分形式的微分算子中分离出来，是本文对 Galerkin 有

限元方法建立的一种新的对流项变量处理方法。通过具体建立并采用局部斜迎风格式，以及在速一压同位网

格上对压力方程进行离散，最终建立了一种适用于对各种区域上的流体流动在同位网格上进行数值模拟的

迎风有限元方法。从算例可以看出，该方法既适用于对强对流问题的数值模拟，也适用于对回流问题的数值

模拟。

从本文引人迎风格式的过程可知，在适当定义单元上体积分方法的前提下，除可采用本文建立的局部斜

迎风格式外，还可采用其它更有效的迎风格式以及高阶插值格式。
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A Co-Located Upwind Scheme-Based Galerkin Finite Element Method 

W ANG Xu1 , GU Chuan-gang2 

(1. The Engineermg Instltute , AFEU. , Xi'an 710038 , China; 2. Energy and Power Engineenng 

Instltute , Xi'an Jiaotong Universlty , Xi'an 710049 , China) 

Abstract: Invoking Green's theorem to separate the convectlOn variable from the differiential oper­

ator of weighted residual equatlOn IS a new strategy of using upwind scheme in Galerkin finite ele­

ment method. As an example , the locally skewed upwind scheme IS proposed. By imple-mentmg 

this strategy m con)UnctlOn with the equal-order velocity-pressure formulation , the convectlOn­

dommated fluid flow can be obtained more accurate slmulation m complex geometncs. This paper 

not only has established this new method , but also has proved its accuracy IS rather encouragmg 

by its applícat lOn to some typical examples and compansons with other literatures. 

Key words:finite element method; differentlator; locally skewed upwind scheme; equal-order ve­

locity-pressure formulation; numerical simulation 


