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球直坐标转换误差分析及对卡尔曼滤波的制约

魏麦成
(空军工程大学导弹学院导弹工程系，陕西三原 713800) 

摘 要: 将观测器(如雷达)在球坐标系的测量值转换到三维直角坐标系后，其误差分布规律将发

生变化。通过分析，证明了理论模型不能直接应用于卡尔曼滤波，得到了适用于卡尔曼滤波的直角

坐标系的工作模型，并对转换后的误差的理论模型和工程模型进行数值比较，两者的数字特征非常

接近。
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在目标跟踪中应用卡尔曼滤波，目标的状态方程可在球坐标系也可在直角坐标系中描述，而观测器的测

量方程多在球坐标系描述。直角坐标系给出状态方程而球坐标系给出测量方程时滤波会出现非线性问题，通

常采用推广的卡尔曼滤波。在直角坐标系描述测量方程时，存在测量值从球坐标系到直角坐标系的非线性转

换问题。转换测量值之后，对应于球坐标系中的测量误差属于零均值高斯白噪声分布，直角坐标系中转换测

量值的误差将不再是零均值高斯分布，不再满足线性卡尔曼滤波条件，无法直接进行卡尔曼滤波。本文经过

分析，理论模型给出的误差分布由于不是高斯型，不满足卡尔曼滤波条件，无法直接用卡尔曼滤波实现最优

滤波;此外，在工程条件下，还给出了转换到直角坐标系的测量值的误差模型，即工程模型，证明了该模型属

高斯型分布，能够满足卡尔曼滤波的条件，可直接用此模型进行卡尔曼滤波。

1 理论模型

在球坐标系中，设观测器(雷达)位于坐标原点，目标的坐标为(r ， 8、阳，观测器对目标的测量值为(rm 、 8m 、

良n) ，观测器的测量误差为(t.r、t.8、t.ß) 。其中，r 、 0、日为目标的斜距、方位和俯仰坐标值，rm 、 8m 、 ßm 为观测器对

目标的测量球坐标值。

rm = r + .1r 

Om = 0 + .10 

ßm =卢+.1卢(1)

并且t.r、"、t.ß 为零均值高斯白噪声分布，它们的方差分别为<1;、σi、吨。将球坐标值转换到直角坐标系中，对

应的目标直角坐标为(X ，y ，刀，测量坐标值为(Xm ， Ym ， Zm) ，误差值为(.1X ，.1Y ， .1Z) 。利用坐标转换公式得

X m = rmcos卢cosOm
Y m = rmcos卢'sinOm
Zm = rmsinßm 

其误差表示式为

.1x = X m - X = (r + .1r)cos(卢 + .1ß)cos (0 + .10) - rcosßcosO 

.1Y = Y m - Y = (r + .1r)cos(卢十 A卢)sin(O + .1的 - rcos卢sinO
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.:lZ = Zm - Z = (r + .:lr )sin(卢十 A卢) - rsinß 

将(3) 式展开，

.:lX = rcos(卢+ .:lß)cos (8 十.:l8) + .:lrcos ( (卢+ .:lß)cos (8 + .:l8) - rcos卢'cos8

.:lY = rcos(卢+.:l卢)sin (8 + .:l8) + .:lrcos ( (β 十 A卢)sin (8 + .:l8) - rcosßcos8 

2000 年

(3) 

.:lZ = rsin(卢 + .:lß) + .:lrsin ( (卢+.:l卢) - rsinß (4) 

从(4)式可以看出，l1X、l1Y、l1Z 由三部分组成，第一项由于存在非线性的正弦变换，其分布将不再是高斯型，

第二项由于存在l1r 与正弦变换的乘积，为高斯型，第三项为常数。三相之和为非高斯型，即球直转换后直角

坐标分量的误差项l1X、l1Y、l1Z 将不再是高斯型的。l1X、l1Y、l1Z 的联合分布亦不为高斯型。 (4)式没有经过

任何线性化处理，所求结果是严格的，故称之为理论模型。

根据文献[lJ ，可得到l1X、l1Y、l1Z 的数学期望〈均值)和方差 z
自. ~ ~ 

E( .:lX) ::- rmcosßmcOs8m(e-aë-"P-e言一言)

. . ~ ~ 
E (.:lY) = r mCOS卢'msin8m(e一句一轧e言言)

的 A 
E(&) = rmsinßm(e-"P-e-言)

Rn=?(r4L+ 盼(仇ωωc∞cosω叫s

一 ÷ 叫 + 0';机)(泊(臼ωωωc∞ω叫Oω叫s吨2ι如c叫8me-3a~牛归a~-3(1→斗3缸hσ

Rη=-tω+ 础(叫ιco叫e-4a~-4~ 一叫卢me 的+叫0比ω8me-川-

+ ! (r;, + 0';) (cos2ßmcos28me-3~-3~ + 叫品e-~-3~ +叫8me-3~-a~ 一 e-~-~)

Rzz=4(rL+σ;) (COS2ßme-3~ - e一句 -l(rZ+24)(cos执e-4~ - 1) 2 ,. m ....r/ '...."".....~f"'mv 2 ,. m 

RE「= ÷ ( r4们2仆+ 0';机)(臼ωs剑叫i 2 v m 

-今年年-~'\_-~-3~ R xz = cos8cosßsinβ( - r ;, - 0'; + (r;, + 2σ;)e-"P )e-<1õ- a μ 

Ryz = sin8cosßsinß( - r;, - '0'; + (r;, + 20';)e-~)e-~-3~ 

2 工程模型

(5) 

(6) 

球坐标系中的目标点转换到直角坐标系后，直角坐标中的误差量l1x，l1y、l1z 是点也，y ， z)和点(Xm ， Ym ，

zm)之差产生的。假设l1x，l1y、l1z 相对于 x ，y 、 z 或 Xm 、 Ym 、 zm 是小量。为方便以 x 为研究对象。

Xm = r mcosßmcos8m 

对上式求微分

.:lX =旦.:lr+二FAO+ 二~.:lβarm a l7m apm 

= cosßmcos8m.:lr - r mcosßmsin8m.:l8 - r msinßmcos8m.:lß (7) 
同理可得

Y m = r mcosßmsin8m 

.:lY = cosßmcos8m.:lr 十 rmcosßmcos8m.:l8 - r msinßmsin8m.:l卢 (8) 

Zm rmsin卢m

&=sin卢'mLk + r mcosßm.:lβ(9) 

显然，l1x，l1y、也是l1r、l18、l1ß 的线性函数。由于l1r、M、l1ß 满足零均值高斯白噪声分布，所以l1x，l1y、l1z 满

足零均值高斯分布，其联合分布亦是高斯型。容易看出该模型由微分运算时的线性近似得出的，因而称之为

工程模型。可以求出l1x， l1y , ßz 的均值和方差z
E[.:lXJ = E[.:lYJ = E[&J = 0 (10) 

Rxx = cos2卢'mcos28mO'; + r;，cos2ßmsin28mO'~ + r;，sin2ßmcoS28m呻 (11) 
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Ryy = COS2ßmCOS2()m(1~ + r!coS2ßmCOS2()m(1~十 r!sin2ßmSin2()m(1~ 

R 7.7 = sin28_(1; + r;，cos2β zz = Sln" Pm(1; --r r;;.COS" Pm 

(1 2) 
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(13) 

(1 4) R万 C州mCO巾?一 tfLcdbidM+trL叫msin2()mσ3

(1 5) Rxz:=::÷s叫mC叫σ? 一 trLs叫mC叫σ3

Ryf=÷叫ιCOS()m(1~一 trLs叫'msin()m(1~ (1 6) 

两种模型对卡尔曼滤波的限制3 

设状态X 的状态方程和量测方程为

X 1+1 =φkXk + I'kql 

Yk = HkXk + 叫

其中 φk 为 nX'n 维状态转移矩阵，但为模型噪声向量，Xk 表示 k 时刻状态向量，为 n 维， rk 表示干扰矩阵，

为 nXp 维。 Hk 为 mXn 维量测矩阵，Vk 为 m 维量测噪声。引人有关定理〈见文献[2J第 34 页) : 

量测序列 Y1 ，Y2 ， ...Yk 对状态 Xi 的均方意义下的最有估计LK为条件期望
二仙 = E[XiIY1 ,Y2 ,"'YkJ 

对线性系统，当 Xi 与 Y1 ， Y2 ，…Yk 为联合正态分布时，这个条件期望是 1 ， Y1 , Y2 ，…Yk 的线性组合。

一般地，Y1 ， Y2 ，…Yk 对 Xi 的均方意义下的最优估计(条件期望)不一定是 1 ， Y1 , Y2 ，…Yk 的线性组

合，而应为 Y1 ，Y2 ，…Yk 的某一非线性函数，只有当定理条件满足时，用(17)条件期望表示的均方意义下的

最优估计才是线性估计。按照元偏性和最小方差的要求，不难推导出卡尔曼递推式滤波方程。

据上述定理，可以看出，理论模型不满足联合正态分布的条件，不能直接应用卡尔曼滤波实现线性元偏

最小方差估计，而工程模型能够满足联合正态分布的条件，可以直接应用卡尔曼滤波实现线性无偏最小方差

估计。

(17) 

两种模型的数值分析

在两种模型的误差分布已经给出的条件下，据式(5)(6)及(10)~ (1 6)分别计算出它们的数值。

表 1 两种模型的均值比较(绘出雷达的误差和空间目标不同位置的斜距、方位和俯仰〉

理论模型 工程模型

E(ðy) E(ðz) E(ðx) E(ðy) 

4 

E(ðz) 

nunUAVAUAU AUAUAUAUAU nVAUAUAUAU 
一0.0053

-0.00264 

-0.00381 

-0.00294 

-0.00120 

O 

一0.0141

-0.00919 

一0.00666

-0.00193 

E(ðx) 

一0.0589

-0.0244 

一0.00919

-0.00178 
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1 

200 
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30 

10 

表 2

雷达

的(km) O'eCO) 句CO)

111 
200 0 10 

100 30 20 

50 45 30 

30 75 40 
10 90 50 

两种模型的方差比较(给出霄达的误差和空间目标不同位置的斜距、方位和俯仰〉

理论模型 工程模型

(Ryy)1/2 (R",) 1/2 (R.,y /2 (Ryy) 1/2 (R..) 1/2 

3.442 
1. 675 
0.906 
0.758 
0.134 

3.576 
1. 664 
0.869 

0.395 
0.112 

1. 156 
1. 266 
0.869 

0.444 
0.477 

2.692 

1. 564 
0.890 
0.534 

0.214 

2.468 
1. 320 

0.869 
O. 827 

O. 654 

(R..)1/2 

3.956 

1. 983 
1. 020 

0.461 
O. 108 
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通过计算可以看出，两种模型的数字特征差别不大，近似相等。

5 结论

经过分析，两种模型具有不同的特性。理论模型虽然精确，但转换后的量测值误差不再是高斯型，不满足

卡尔曼滤波的条件，不能直接应用卡尔曼滤波，而工程模型能够满足卡尔曼滤波的条件，可以直接应用卡尔

曼滤波，因此工程模型为实际工程提供了应用条件。经过两种模型的均值和方差的具体计算，发现它们的数

字特征很接近，且工程模型较理论模型计算简便，从而使工程模型在使用中具有较大的实用性。
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Analysis of Error Distribution Formed by Measurements in 

Ball-Coordinates System and Influence on Kalman Filter 

WEI Mai-cheng 

(Dept.of Missile Engineenng of the Missile Instltute , AFEU. , Sanyuan 7l3800 , China) 

Abstract. After convertmg the measurements of detector , such as radar , in ball-coordinate sys­

tem to the measurements m tnangular rectangular-coordinates system , the error distribution ruler 

will be changed. By analysis the theoretical model is showed not to be suited for Kalman filtermg 

directly , the engmeenng model is obtained to be suited for Kalman filtenng and then the theoretl­

cal model is numerically compared with the engmeermg model on ltS numerical characteristics. 

They are m close proximity. 

Key words: Error distribution ruler; Engineermg model; Theoretical model; Kalman filter 


