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一类分叉系统的间接状态反馈H∞控制方法
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摘 要z 针对工程实际中常见的-类具有非半简双零特征值高维分叉系统常出现自激振荡现象，

根据非线性 H∞控制理论，提出了一种非线性间接状态反馈 H∞控制方法;设计了一个最优的 H∞

控制器，研究如何以最快速度消除系统的分叉。
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H∞控制理论，由 Zames[l]自 80 年代初提出，它是用H∞范数作为目标函数进行优化设计。 H∞范数是定

义 H 空间 Hp (ρ=∞)上的范数。它是指拉氏变量 s 右半平面上解析有理函数矩阵的最大奇异值，在标量函

数中幅频特性的极大值。在过去的十多年里 ，H∞控制理论得到了长足发展，由于它优良的特性，得到了广泛

的研究。

目前，线性控制系统的 H∞控制理论已日趋完善，对线性H∞控制理论的研究的目的大多数都是在探索

不同的解法，使H∞控制理论更便于在工程实际中应用。而对非线性控制系统来说，它与线性控制系统有很

大的本质差异，它所产生的现象很复杂，如:混沌、分叉等。因此非线性控制系统H∞控制理论正受到越来越

多的学者的关注白，气近年来，针对不同的控制问题，涌现出许多新的解决方法。其中 Alberto阳等人从理论上

得到了可测输出 y 的 H∞控制器的解，它可以归结为讨论两个 Hamilton -J acobi -Isaacs 微分不等式的解，但

是它还难以用来解决工程实际中的问题。 Jie[5]提出一种求解H∞控制律的数值方法，为将非线性H∞控制的

理论应用于工程打下了基础。本文的目的是针对工程实际中常遇到的一类高维问题，基于非线性H∞控制的

理论和方法，考虑到系统固有的复杂动力学行为，提出一种间接状态反馈方法，设计了一个最优H∞控制器，

讨论如何以最快速度消除系统的自激振荡。

1 非线性H∞控制理论基础

考虑如下形式的非线性控制系统

x= f(x) + gl (x)ω + g2(X)U 

z = h1 (x) + kll (x)w 十 k12 (X)U (1) 

y = h2(x) + k21 (x)ω 

其中 ， x ε [Jiè"为系统状态，ωε f7/?:为外部扰动输入 ， U ε g;zm为控制输入 ， Z ε [Jiè' 为受控输出(惩罚变量) , 

yε [JièP为测量输出，函数f(川 ， gl (x) ,g2(X) ,h 1 (x) , h 2 (x) ,k ll (x) ， k以x) ,k 21 (x)均为连续函数。不妨假设

f(o) =0 ,h 1 (0) =O ,hz(O) =0。非线性H∞控制的目的有两方面含义:在惩罚变量为 z 的情况下获得闭环稳定

和衰减外部干扰的影响。

为了简化分析并且提供一个可解的控制器，采用标准假设[6]
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k 11 (x) = 0，可(x)k川x) = 0 , kf2(X)k以x) = 1 

k 21 (X)gf(x) = 0 , k21(X)k~(x) = 0 

定义 1: (h(x) - f(x)) (简记为(h - f))是局部可检测的，如果方程土=f(x)的解 z(t)使 k(x(t)) =0 

(2) 

意味着 limx(t) =0 。

定义 2: (f- g)是局部可达的，如果存在原点的某个邻域U ， V xε U ，存在 T>O 及容许控制以t)(Oζ

tζT) ，使方程土=f(x)+g(x)u(t)从原点出发的解抖。(以0)=0)满足 x= rp(T) 。

这样，标准非线性状态反馈H∞控制定义为 z

定义 3: 系统(1)的 H∞控制问题是可解的，如果存在 Yo>O 及控制 u=a(x) εCo 并且 α(0)=0，使得对

任何 Y二日。及 T>O ， 系统(1)在 x(O)=O 使下式成立z

f~ 11 z(t) 11 2dt ~ Y2( O||40||ZKYZj。||叫 11 2dt ω

为了便于进一步研究，简要给出 Isaacs 方程。假设存在一个反馈控制律 α(x ，w)和一个半正定的连续函

数V: Øf:'→绍，对所有的 t1泊。满足下列不等式:

V(xω -Vω。》 +j::LU(川川ω，以t川 (4) 

其中，

L(x ,w ,u) = 11 h1(x) + k川x)u 11 2 - y2 11 w 11 2 

并且 x(t)是如下闭环系统的积分曲线

x= f(x) + g1 (x)ω + g2(X)α(x ， 即〉

这样，控制律 u=α(x ，ω)显然能反映满足式(3)要求的扰动衰减。实际上，对式(4) ，若选取 tO=0 ， t1 =T ，从 z

=O ，t=O 开始沿任何轨迹，我们可获得

(5) 

V(X(t1)) - V(x (to)) = V(x(T)) ~ 0 

若半正定函数V 满足

Y:r (f(x) + g1 (x)ω + g2(x)a(x ,w)) + L(x ，w ， a(x ， w)) ζO 

其中 ，V.， 表示 V 的 Jacobian 矩阵。注意下面的函数对于〈ω，ω是二次型的，

H(X ,pT ,w ,u) = pT(f~x) + g1 (x)ω 十 g2(X)U) 十 L(x ，w ， u)

(6) 

因为

H(X ， pT ，切，← ρTf(x) + 巾川) + [pTg1 (X) 内ω心
其中，
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如果有一对恼，ω，且满足

φ…(al ， aZ ) = 0 ， φ(w， u叫 az ) = 0 (7) 

则 ，H(X ， pT ，切 ， u)可以表示为

r(w - a1)Y r(w 一 α1 )1
H(x ，ρT ，W ， U) = H(X ， pT ， α1 ， α2) + I ‘ I RI ~ ~， I 

L(u 一句) J L(u 一句) J 

由于 R 是非奇异的，所以式(7)中的解屿，向)是唯一存在的。并且有如下表达式

[U]=|可〈ZMiα1 rα1(X ， pTn 12y2.5 1 '-'-/1', 

α2J Lα2(X ， ρT)J l_T/_' L I .....2 '-'-' l' / ~ l- ~ gI (x)ρJ 

现在，假设 α1 和 αz 是如下方程的解z

H(x ， V"" α1 (x , V"，)，吨位 ，V.，)) =0 (8) 

这样，可以选择

H(x ,V."w ,u) =- y2 11 w 一 α1(X ，V.，) 11 2 + 11 u 一的(x ， V.，) 112 (9) 
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则控制律为

u= α(x ，w) = αz(x ， V .r) 

等式(8)即为 Isaacs 方程的标准式。我们注意到。它可以进一步写为

即，

或写成另外一种形式

~ _ _ _ __ rαl(X ，V.r)lT _rαl(X ，V.r) 丁
V .rf(x) + hf(x)h1 (X) 一-__-: 1 RI . -__-, 1= 0 

‘ Lαz(x ， V .r) J Lαz(x ，V.r)J 

V .r!(x) + hf(x)h1 (X) + yZαf(x)α1 (X) - af(x)az(x) = 0 

V几.r!只ωx) + h陀f(ωωx)川圳h

27 

(10) 

这样，对非线性系统〈α1)的 H∞控制，类似于线性系统H∞控制，它的状态反馈和输出反馈控制可以转化

为研究一个或两个 Hamilton-Jacobi-Isaacs 方程非负解的存在性问题。

2 间接状态反馈幕级数H∞控制方法

考虑非线性控制系统

x= f(x) + gl (x)ω + gz(x)μ 
(11) 

z = h(x) + k(x)μ 
其中，xE~ 为系统状态 ，wEæ 为外部扰动输入，反纽m 为控制输人(参数) ，泛 gz' 为受控输出(惩罚变

量) ，函数 f(x) ,gl (x) ,gZ(X) ,h(x) ，k(X)均为连续函数，并且有 f(O) =O ,gl (0) =O ,gZ(O) =0;另外，此系统

具有非半简双零特征值， ep系统固有的动力学行为很复杂，它会产生余维二分叉、Hopf 分叉等现象。根据非

线性H∞控制标准假设，我们设

hT(x)k(x) = O,kT(x)k(x) = Ro 

其中 ，R。为非奇异常值矩阵。

根据非线性H∞控制理论可知，系统(11)的反馈控制律为 z

μ户=一÷ R苟附f山1吆g
8冽电IV av éJ捣v av 一

其中 ，V.r=[一一一…一]表~V 的 Jacobi 矩阵，是下列 Isaacs 方程的正定解。
aXl axz aX3 aXn 

1 T7 /gl(x)gf(xL _ ~_"\D-l_T 一V .r!(x) + hT(x)h(x) + ~ V.r( γ~1 v-/ _ gZ(X)Rõlgf(x))V~ 一 o (13) 

γ 为大于零的实数。令系统(11)的状态反馈H∞控制的 Hamilton 函数为

H(X ,pT ,w ,u) = pT[f(x) + gl (x)w + gz(x)uJ + 11 h(x) + k(x)u 1尸 - yZ 11 w 11 z (14) 

依据假设，它可以进一步表示为
rw1 rwY rw1 

H(X ，pT ，切 ， u) = pTf(x) + hT(x)h(x) + [pTg1 (X) pTgz(x)JI 十 I I RI I (1 5) 

其中

r-yZ] 01 
R= I 

」L 0 Ro川

依据非线性动力学理论，将 H(ωX ，pT勺)扩展定义为[∞5叼]

L.u .J L.u .J L.u .J 

HωT勺)=专xTH.r.rx + pTH川 + ~pTHppP + H叫X ， pT)
2 

它的 Taylor 级数解为

vω= 卡TpX+V臼+]ω

其中 V[叫(x)表示 V(X)的 3 次及更高次事各项之和，并且 pT 满足如下方程:

~xTH.r.rx + xTp飞.，rX + 专xTpTHpppx = 0 

(1 6) 

(17) 

(18) 

(19) 
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V[叫(X)满足

V~3+](Hρ':r + Hpp户)X =- ~ V~3+]Hpp(V~3+])T - H[3+ ](x ,V :r) PX I ....PPY/...... 2 .:r: .......pp ,. X (20) 

定义如下符号 z

K(O) = 1 , K (1) = K , Kω= 吏垒互垒E二豆豆 K (i = 2 , 3 ,......) 

i 项

其中，③表示 kroneker 积。设 X= [Xl ,X2 ， X3' … ， XnJT ，定义
X[O] = 1, X[l] = X 

X[是] = [x~ X~-l X2 …zi-1zn zf-222zi-ZZZZ3…zf-ZZ1Zn…X!J (k 注1)

然而有常数矩阵 SHDk 满足如下关系 z
X[k] = S~ ωω

_ 

n.~[k] 
-ιX.-. X.-. V品 (21) 

例如，若取是=2，则有

rX~ l 
IXï 

I XIX21 、(2) _ 
I • "1 ~l2J 

_ 
I ~ ~ I 

一 X.-" = I XIX2 I 
IX庐1 I I ^ 

1_2 LXï J 
L...儿.J

对应的矩阵 S2 ， D2 分别为

门
l
h川
|
。

一
一

。
&

S 
『t
t
l
I
l
l
-
I
l
l
-
-
J

A
U
A
U

唱
'
-

nunu 
A
U

唱
i

o 0 

íl 0 Ol 
10 1 01 

D? = 1 

10 1 01 

LO 0 IJ 

这样，利用上述定义 ，V(X)可以表示为

vb> = ÷心X+ 三卦ρh仰矗卢Zμ泸[μ[k] t::. 

定理 1 方程(α22幻)的系数矢量 ρ如h 满足

(22) 

hUk = Vk (23) 

其中 ，U叭k=Sk主护I俨俨产俨(α←i←-吩1

给出

À= 人'1+ … + À;
k 

其中 ， i1 ， i2 ， '''ik ε {I， 2 ，…n} ， ÀltÀz，…儿为 Hp:r+Hppp 的特征值。

推论 1 如果对于 k注3 有下式成立，

人1 十… + À;
k # 0 , ilt马，… ik ε {I， 2 ，…n}

(24) 

那么方程(23)有唯一解户。

接下来作进一步的分析，首先有常值矩阵 Gk 使下式成立

hSk 4X(，-1) ② ln ③ X(是-1) = (XT)(k- 1)Gk (25) 

将 PkSk 化为矩阵块，则有

通过比较可得

经过整理则有

PkSkX(i-1) ③ ln ② X(是-i) (纠X(k-i))T

G矗 = 4(pDT 

(26) 

(27) 

V~ = 4 G[ X(k- 1) (28) 

此处 G2=P ， 因此得到间接反馈控制律的近似解

μ=一~ Rolgf(x)(μ+ 主G[Dk_1X[k-l])

对非线性系统(1) ，将 f(x) ,gl (X) ,g2 (x) ，以X)用 Taylor 级数展开，即

f(x) = Ax 十 jC2+](X) ， gl(X) = Bl + gp+](x) 

g2(X) = B 2 + gP+](x) , h(x) = C1x + h[2+ ](x) 

(29) 

(30) 
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这样，式(29)可以转换为

H~:rp+ ρH阳 + pTHppp + H :r:r = 0 (31) 

其中，

Hp:r = A , H :r:r = crC1 

B,B; 唱甲
Hpp = 亏;" - BZRÕ1Bf 

到此可解出户，获得最优H∞控制器，从而消除系统的分叉。

3 结束语

本文基于非线性H∞控制理论和方法，在标准假设(2)下，讨论了一类具有非半简双零特征值的高维控

制系统分叉控制问题。提出了一种从参数控制到状态反馈的控制方法，给出了控制器设计准则，揭示了此类

高维控制系统复杂的动力学本质与控制器设计的关系，为控制器的设计及系统实现有效稳定的控制提供了

理论依据。
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An Indirect State Feedback H∞ Control Approach for A Bifurcation System 

YAO Hong1 , XU Jian-xuez 

XDept. of Basic Training of the Engineermg Instltute , AFEU. , Xi'an 710038 , China) 

变The Instltute of Nonlinear Dynamlc , Xi'an Jiaotong Universlty , Xi'an 710049 , China) 

Abstract. This paper presents the indirect state H∞ control approach to a multidimens lOnal bi­

furcat lOn system of actual engmeermg with non-semisimple double zero value , based on the non­

linear H∞ control theory. U nder some conditions , parametenzatlOn formulas of all controllers are 

derived. The solution of the problem is shown to be related to the eXlstence of solutions of a palr 

of Hamilton-Jacobi equatlOns , which are assoclated with parameters and state feedback , respec­

tively. 

Key words: BifurcatlOn system; State feedback; H∞ control; Non-semisimple; H∞ controller 


